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IIpenrosop

OsBaj yubeHUK je HamucaH C OWJBEM [Oa IPATHU IUIAH U Oporpam 3a mpenmver Mare-
Matuka 1 Ha MamwmackoMm darynarery Y uusepsurera y Beorpany. Ocum crymneHTHMA
MamwuHCcKOr aryarera, MOxkAa Ne OUTU OX KOPUCTU U CTYACHTUMA APYTUX (aryITeTa
KOjU yde [0 UCTOM WJIM CJIUYHOM IPOTPAaMY.

Kwura ce CaCTOjI/I n3 aBa HpI/I6JII/I>KHO je,HHaI{a Jesia.

IIpBu meo je mocsBehen Temama u3 auHEapHe aaredbpe ca aHAJUTUYKOM NE€OMETPUIjOM.
OsBaj meo ce cacroju u3 6 riasa:

1. Marpuynu pauyH; 4. BerTopu y KOOpIUHATAMA;
2. CucreMu JMHEAPHUX jeTHAYNHA; 5. IIpaBa u paBam;

3. Bertopu y reomerpuju; 6. Kpuse npyror pena.

Ipyru neo je nmocsehen ocuHoBama au¢epennujanHor padyHa. OBy marepujy cry-
neutu he mame obpabuBatu y nmpenmeruma Maremarura 2 m Maremarura 3.

7. Oyuruuje; 11. VcnntuBame TOKa (QYHKIU]jE;
8. Jlumecu; 12. TejmopoB mOIUHOM;
9. NzBomu; 13. ITapamerapcku 3amare KpuUBe.

10. IIpumene mudepeHIjaTHOT PaUyHA;

Csaka ruasa je nponpahena npumeprma u onpebhernum 6pojem 3amaraka ca peemhn-
Ma C Mame WIn Buie nerasha. Hewxu on 3amaraxa cy omabpaHu 3a IpUIPEMYy DUCMEHOT
UCIuUTa, MOK APYTU UMA]y 3a Iuib mirycrpauujy rpamuBa. CTymeHT KOju je caBiagao
rpaauBo Tpebaso 6u ma 6e3 Temkoha ypanu Besuky BehuHy 3amaTaka.

Hajzan, Bama momatm m na je oBa KIHUI'a HACTaJZa Kao pe3yiaTaTl capaluime HEKO-
JINKO KOJIera 4Juje MeTOMe W CXBaTama HACTAaBe MMAajy MaJio Tora 3ajemuunukor. Ilocao je
nomreno monesmen. Tekcr je mucaso mac mecropo - . Byruh, M. Apaubenosuh, II.
Jamnpmuh, P. Myrasyguh Dbyruh, A. Ilejues u J. Tomanosuh. Caure cy manprasaum 1.
byxuh, P. Myrasnuh bHykunh u M. Byunh. Texauurko cpebuBame u popmaTupame Tek-
cra pamunu cy . Bykuh u P. Myrasurh ‘bByxuh. IIpe penensenra tekcr je mperienao
M. Byunh.

Y ckiamy ¢ HaBemeHWM, YUTAJAI] 1€ NPUMETUTU Pa3JudYUTe CTUJIOBE MUCAHA, W3-
paskaBama U IpencTaBbaima Marepuje. llucar oBux pemoBa Huje nao cebu 3a IpaBo
Ia CTUJIOBE KoJiera mpujiarohaBa CBOM, HUTU OM TO OMJIO M3BOABUBO Oe3 MUCAma Ieiie
KIure ucrnodyetka. Hamamo ce ma 0BO HUje HAIIKOIWIIO KBAJUTETy yibeHuka, seh ma ra
je, HAIIPOTUB, YUYUHUIO OOJLUM.

Y Beorpany, 2020. roaune
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IleTepMuHAHTA Ce MHOMKU PeaHIM OpPOjeM TAKO INTO Ce eJIEMEeHTU jenHe BpcTe (Wiu
KOJIOHE) IIOMHOKE TUM OpPOjeM.

IIpumep 1.17. Herepmunanra |A| = 136 3(2) ce MOKe TOMHOMKUTU Opojem % Ha BUIIC
HAUMHA, PEIUMO MHOKEHmeM 1. BpcTe mim 2. KOJOHE TUM OpojeM:
1 +-16 .32 |4 8
. — |1 1 — _
1A= g [T 3 00| =06
1 16 1.32
—.|A] = 1 _ |16 8 _ 56,

AKo ce cBaku ejeMeHT i-Te BpCTe merepMmuHaHTe |A| pema m Moske 3anmcaTy Kao
a;j = bij +¢ij, j =1,2,..,n, ouna Baxu |A| = |B|+ |C], roe ¢y |B| n |C| merepmunanTe
pera n Koje mMajy UCTe eJeMeHTe Kao u merepMunHanta |Al, ocum mwro ce y i-T0j BpcTu
nerepMuHuante |B| Hamase enementn b;j, a y i-10j Bpcru nerepMunante |C| emeMeHTH ¢;j.
Amasnoraa ocobuna Bazxku 1 3a KojoHe. ONUCaHO MPABUIIO HA3UBA CE UPABUAOM CAOUPATA
getuepmuranitiu. Jlakie, qBe TeTEPMUHAHTE MOTY Ia e cabepy ako Cy UCTOT Pela U aKO
cy uM cBe Bpcre (Miu KOJIOHE), ocuM (HajBUIIE) jeqHe, ucTe.

Hpumep 1.18. 2 1 7 |2 -2 7 2 14+(-2) 7 |2 -1 7
4 —4 2|44 5 2/=14 —-4+5 2/=|4 1 2|.
0 1 9 0 1 9 0 141 9 0 2 9
1.3. NuBep3Ha MaTpumna
Hexa je
aip a2 - Aip
az1r a2 A2n,
A=
Gpl  an2 Qpn

KBaJpaTHa MATpuUIa pena n. HMueepsna mailipuya Marpune A, koja ce o3gauapa ca A1,
je KBaZpaTHa MaTpUIA pena n Taksa ga je A- A"l =A"1. A=F.

Ksanparna MaTpuma 3a KOjy IMOCTOjU HeHA UHBEP3HA MATPUIA HABUBA CE PEeIYAaAPHOM,
IIOK Ce KBaJpaTHA MATPUIA 34 KOjy HE MOCTOj MHBEP3HA MATPUILA HAZUBA, CUHIYAAPHOM.
Cpaka perysapHa MATPUIA WMa jeIUMHCTBEHY WHBEP3HY MATPUILY.

Ksanparua marpuna A je perynapra ako u camo ako je det A # 0.

WuBepsna marpuna perynapue marpune A onpebyje ce mo popmynnm

1
—1 *
det A ’
rae je ca A* osmauena agjyniogana mawipuya Mmarpune A. Baxu
T
All A12 T Aln All A21 T Anl
A1 Agp - Agy Az Asx -0 Apa
A* - . . . . - . . . 9
Anl An2 o Ann Aln A2n o Ann

rae cy ca A;; 0O3HaUYeHM KO(GAKTOPU KOjU OAroBapajy ejJeMeHTuMa ai;, %, = 1,2,...,n,
MaTpuie A.
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-1 2 1

Ipumep 1.19. Onpemuru muBep3uy marpuiyy Mmarpune A= | 1 —1 0].
2 =2 3
Pewewe. Karo je det A = —3 # 0, to je A perymapua marpuna. Jla 6ucmo ompenuiu

HBeHY ajyHIoBaHy MaTpPHIy, IPBO padyHaMO KOodaKTope:

-1 0 1 0 1 -1
Au=+1_, 5/=-3 An=-| 3‘2—37 Az =+, 2‘207
2 1 -1 1 -1 2
A21:— _9 3 =—87 A22=+ 9 3‘ :—57 A23=— 9 2‘ 22,
2 1 -1 1 -1 2
A=+, (=1L An=-|, 0‘1, Az =+ _1‘1,
na je
3 -3 0]" [-3 -8 1
A*=|-8 -5 2 =|-3 -5 1
1 1 -1 0o 2 -1
Konauno je
1 1 -3 -8 1 1 8/3 -1/3
—1:d A-A*:—S- -3 -5 1|=1|1 5/3 -1/3
et < lo 2 -1 0 —2/3 1/3
1 -3 0
Ipumep 1.20. Marpuna A = | 0 2 2 | je cumrynapmua, jep je det A = 0 (3aTo ce
-1 2 -1

kaga Tpeba onpenuTu MHBEP3HY MATPUILY IPBO PauyHA IETEPMUHAHTA, KAKO OU ce
YCTAHOBUJIO 14 JIM MHBEP3HA MATPUIA YOIIITE IIOCTOJHU).

Heka cy A u B perynapre marpuie uctor pena. Tana Basku:

(AH) = A, detA!= ﬁ, (A-B)y '=pB1. A"

Perynapna marpuna 3a xojy je A~ = AT 30Be ce opuiotonana matipuya. TIpousson
IBe oproromaJjHe Marpuie je takobe oproromamna marpumma, Tj. ako je A7l = AT u
B~' =BT onmajeu (A-B)"'=(A-B)T.

1.4. EnemenrapHe TpaHchopMaIyje ¥ PaHT MaTPUIE

Heka je A marpuna tmna m X n. Pan? marpunme A, y osmamm r(A), je pen mene
peryJjapHe KBaApaTHe HOAMATPUIE TAKBE Ha Cy CBe KBaApaTHe noaMatpuie Beher pena,
aKo TmoCToje, cuHrynapHe. IIpumernmo na mopa 6utn r(A) < min{m,n}.

Enementuapre twiparchopmayuje MaTpune cy TparchopMalyje IPU KOjuUMa ce He MeHa
pasr MaTpuie. Y ejieMeHTapHe TpaHC(PopMaluje CIamajy:

1. 3amena Mecra nBe BpcTe (MM KOJOHE);
2. MHO:Keme Bpcre (uiu KoJoHe) peasHuM 6pojem pazauuuruMm ox (;

3. monaBame jemHO] BpCTU (MM KOJIOHU) HEKE ApyTe BPCTe (UM KOJOHE) MOMHOKEHE
OMI0 KOjuUM peasHuM OpojeMm.

13



x4+l _ y—3 Z

IIpumep 5.9. Hahin 3ajemanuky HOpMaJy ABEjy MUMOWMJIA3HUX MPABUX P : &5 — =

wqs e = o

Pewemwe. Bexropu npasana npasux p u ¢ ¢y pegom p= (2,—1,-1) u ¢= (—1,2,3).
I[Ipso ompebyjemo mpasam 71 TpaskeHe 3ajeqHUUKE 4

Hopmaute n. 3uamo na je n L pu i L ¢, na je 11 06- n

mura A(px ¢) = AM(—1,—5,3), rme je A # 0 npoussoman N|"q

peasHa 6poj. Ysumamo A =1, e je 7 = (—1,—5,3).

Cana hemo onpenurtu npeceuny tadky [N IpaBux N U
q. Ona nmpunana paBHU 7T KOja CaAPKU IpaBe p U N, = p
ma je N=¢gNn. V3 mapamerapckor obJuKa mpase ¢
crenn ma je tauka N obawmka (z,y,z)=(—1,—1,5)+t(—1,2,3)=(—1—t, —142¢,5+3t).

BekTtop HOpMasie Ha paBaH T je obumka i = A (P x ) = A\ (—8,—5,—11). Axo
yamemo A\; = —1, nobujamo 1, = (8,5,11). Pasan 7 majsan oxpebyjemo u3 ycmosa
p C m: Taza IPOU3BOJLHA Taduka Ipase p, peunMmo tauka P(—1,3,0), aexku na 7, na
je meHa jemnaunsa 8(r + 1)+ 5(y —3) +11(2 —0) =0, 1j. 8z + 5y + 11z —7=0.
N3 npunannoctu tauke N pasan m qobujamo 8(—1—t)+5(—1+2t)+11(54+3t)—7=0,
1j. 35t +35=0,na jet=—1u N =(0,-3,2).

IIpema Tome, mpaBa n nma napamerapcku obmuk N + t1i=(0,—3,2) + t(—1,—5, 3).
Moske ce mokasatu ma je ympaBo pacTojame mamebhy momuoskja M u N 3ajemuuuke

HopMmasie (majkpahe) pacrojame mameby mMumommasnux mpasux p u ¢. 3a oxpebusame
TOT pACTOjalma YeCTO Ceé KOPUCTU (OPMysIa maTa HAPEIHOM TEOPEMOM.

Tephewe 5.8.
Pacrojame usmebhy mMumounnasaux npasux p =P +tpu ¢q=Q + sq (t,s € R) je

7.3, PQ)|

P> dl

Zokas. Hera cy a u § mapaJjiesqne paBHI TaKBe Ia PaBaH (¢ CAAPKU IPABY P U HapaJjieIHa
je mpaBoj ¢, IOK paBaH [ caup:Ku NpaBy ¢ U IapaJieliHa je mpaBoj p.

Bekropu p, ¢ un ]@ onpebyjy mapausese-
nunen 3anpemuse |[p, ¢, PQ]|. 3a merosy
OCHOBY MOKEMO y3€TU TIapajesorpam Koju
onpeDhyjy BeKTOpuU P U ¢, HAJIA3U Ce Y PaBHU
a uunja je nopprmuna [pXxq]. Oarosapajyha
BUCUHA IapaJiesIenIIea jeIHaKa je pacTo-
jamy mapaJieJHUX paBHu « 1 [, WTO je u
pacrojame uaMehy MUMOMIAZHUX MPABUX P

U ¢, omakJIe ciaemu GopMyJia. [l
IIpumep 5.10. Hahu pacrojame mamehy MuUMOMIa3HUX OPABUX D : ”TH = y_—_ll =tu
L+l oy o z2=2
9:"=3 =0="771 -

Pewemwe. Ilapamerapcke jennauyube nIpaBux p U ¢ cy penoMm p = P+itp'u g = Q+sq, rue je
P(-1,1,0), Q(-1,0,2), p=(1,-1,0), §=(—2,0,1) u t u $ Cy IPOM3BOLHNA PEATHU
opojesu. Ilpumenom mperxomne TeopeMe nobujamMo na je pactojame mamehy maTtmx

npapux d = m. Kaxo je |[ﬁ,(j’,]@]|:3n |7 % ¢l = V6, 10 je d = \/g

[Px ]
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5.7. Mebhycobuu noJsioxkaj nBe paBHU

IlBe paBHU y TPOCTOPY MOTY Ha Ce MOKJamajy, Aa Oyy MapajiesHe WA & Ce CEKy
mo npasoj. Heka cy mare paBuu o : a1z +byy+ciz+dy =0u B :asx+boy+coz+ds =0.
O3HAYUMO ca T, U 713 PELOM IHAXOBE BEKTOPE HOPMAJA.

(i) PaBuu a u  ce mokaamajy ako u camo ako je (ag, ba, co,ds) = A(a1,b1,¢1,d1) 3a Hekn
6poj A # 0.

(ii) PaBuu o m 8 cy mapaJiense ako u caMo ako je (aq, by, c2) = A(ai, b1, c1) 3a HeKu Gpoj
A # 0. To ce moxke Hamucatu u'y o0nUKY | X 7ig| = 0.

(ili) PaBEu o u 8 ce CeKky IO IPaBOj AKO M CAMO KO HUCY HapaJslelHe, Tj. aKo U CaMO
AKO BaKU |l X fig| # 0.

5.8. MebhycobHu moJioskaj mpaBe u paBHU

IIpasa p = Py +tp (t € R) u paBan « 4uju je BEKTOp HOpMAJE T, MOTY Ia Ce CEeKY Y
jemHoj Tauku, ma Oymy IapaJieiHe, MW [1a IIpaBa Mpullana PaBHU.
(i) Ipasa p npumaga paBHU ¢ aKO U CaMO ako je p-Ti, =0 u Py € a.
(ii) Mpasa p je mapasenna pasau o (pNa =) ako u camo ako je p- 7, =0 u Py ¢ a.

(iii) TIpaBa p m paBaH « ce CEKy y TAUKM aKO U CAMO ako je P- 7y # 0.

IIpumep 5.11. Y rom cy mebhycobuom mososxkajy npasa p: (z,y,2z) = (1,0,—1) +¢(1,2,—-3)
u paBaH «:2x —y = 37

Pewemwe. Bexrop npasua nare npase p = (1,2,—3) u BeKTOp HOpMaJie HA HATY DABAH
Tio = (2,—1,0) cy mopmanuu, jep je p- i, = 0. Taura (1,0,—1) ca npase p He
npunamga paBHU «, jep je 2-1— 03 3, ma cy mpaBa p U paBaH « IapaJieJiHe.

5.9. Yrao uameby nBe mpase

Ilpase p = P+ tpu g = Q + sq (t,s € R) rpane nsa yraa, a 3a yrao uszmeby mux
OOMYHO y3UMaMO OHAj KOjU HUje TYI, Tj.
P ql

pllgl

Hpumep 5.12. Vspauynatn yrao mameby mpasux p : (z,y,2z) = (1,0,—1) + ¢(2,1,3) u
q:(z,y,2)=(2,1,1) + s(1,3,—-2).
|(27 1, 3) ) (1a 3, *2)|

Pewewe. Tpakenu yrao je arccos 12,1,3)[(1,3,-2)| = arccos Ve

<(p, q) = arccos

5.10. Yrao uzmebhy nBe paBHU

Yrao usmeby nBejy pasuu « u § jemuak je yriay msmehy muxoBux mopmasa. [Ipema
TOMe, aKO Cy HUXOBM BEKTOPU HOPMAaJa PEIOM T, U fig, Taj yrao je

<(a, B) = arccos |nf‘ Cl’g|
|Tia||75]

Ipumep 5.13. Hahu yrao usmeby pasau a:x+2y —22—3=0u f:4x+3y+9=0.
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(ii) A=0, D #0: llonymaBameM 10 TOTIYHOT KBaapaTa cabupara Cy? + 2Ey nomna-
3UMO IO jemHaumHe OOJIMKA

Cy? +2Dz', C-D#0;

y omgHoCcy Ha KoopmuuartHu cucteMm O'z'y’ Koju je mOOHUjeH TPAHCIANMjOM CUCTEMA
Oxy.

(iii) A=0, D #0: IHomymasameM 10 MOTIYHOT KBaapara cabupaka Cy? +2Ey nobu-
jaMo jemHauYUHY:
Cly12+Fl, Cl #0
y omgHOoCy Ha KoopmuHaTHu cucteMm O'z'y’ Koju je mOOHUjeH TPAHCIANMjOM CUCTEMA
Ozxy.

Ipumep 6.1. Kojy xpuBy npexacrasmpa jenmauuna x> + y° — 4z + 6y + 12 = 07

Peweme. JIomyHOM 10 TIOTIYHOT KBaApaTa jeHaunny MoxkeMmo Hamucatu (z—2)2 + (y+3)2
=1. Axo yBememo na je 2’ =x —2 n 3y =y + 3 nobujamo jenHauumHy KpysKHUIE Ca
IIEHTPOM y KOODAMHATHOM IIOYETKY ¥ TosynpednusoMm 1: x'2 + 3?2 = 1 y ommocy Ha
HoBU KoopmuHaTHU cuctem O'x’y’ e cy xoopmumate nosor menrpa O = (2, —3).

IIpumep 6.2. Hera je marta kpusa z° + y?> = 1. Kako riacu meHa jeqHayuuHa y HOBOM
koopauaaTHOM cuctemy Ox'y’ kKoju ce mobuja poranujom cucrema Oxy 3a yrao 57

Pewewe. TIpumernmo popmyne 3a TparchopMannjy Koopauaara poramujom (6) u nobu-
jaMO / us /o3 ™

r = x'cosh —y'sin} =

_ ! i T ! T

Yy = x'siny+ycosy =

3aMeruMO nOOUjeHe u3pase 3a T U Y y NOJa3Hy jeaHadunHy u mobujamo z'2 +y'2 = 1,

IITO 3a0PaBO IPEACTABJ/BA UCTY KPUBY - KPY/KHUIY Ca HEHTPOM y KOODAMHATHOM

mouyeTKy. Pe3yirar je ouexkuBaH jep ce y OBOM CIIydajy POTAIMjOM KPUBA HE MeHa.

HapaBuo, oBo je cayuaj ca KPpY:KHUIIOM aJii Kamda je y TUTAlmY APpyra KPUBa HEH
00JIMK y HOBOM KOODAMHATHOM CHUCTEMY CE€ MeHa.

IIpumep 6.3. Pazmorpumo cana kpuBy 22 —y? = 1. Kako riacu meHa jeqHaurHa y HOBOM
koopauHaTHOM cuctemy Ox'y’ koju ce mobuja poramujom cucrema Oxy 3a yrao 57

Pewewe. Karo je yrao poramnuje mcT Ka0 y IPETXOTHOM 330ATKY U OBIE MMAMO

T = %(%' ~y) m y= %(I’ +9').

SamenoM y mosasny jemHaumny mobujamo x'y’ = —1/2.
6.6. Asrebapcke mOBpHIN OPYTOr pena

Omnmru 06wk anredbapcke jeiHAUYMHE APYTOr CTEIeHa [0 MPOMEHJLUBUM T, i U 2 je

Ax? + By? + C2% + 2Dy + 2Eyz + 2Fzy +2Gx + 2Hy + 2Kz + L =0

9
(A2 + B2+ C?+D?+ E?>+ F?>0). ©)

Ausrebapcka mMOBpII APYror pena je CBaka IMOBPII KOja Ce MOMKe 3aJaTh jeIHaunHOM
HaBEICHOr O0JIMKA.
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Kao mro y mpaBoyrioM KOOpAMHATHOM CHCTEMY DABHU MMaMO KaHOHCKE jeIHAYNHE
CTaHIAPIHUX KPDUBUX OPYTOT Pena, TaKO U y TPOAUMEH3UOHAJIHOM IIPOCTOPY Y ONHOCY Ha
IOroAHO M3abpaHU NPAaBOYIJIM KOOPIAWHATHU CUCTEM MMAaMO KAHOHCKE jeIHAUYNHE CTAH-
JapOHUX IOBPIIM APYTOr pena.

Esnuncoun.
IToBpm mpyror pema mata jeqHAUYUHOM

Z2 y2 22

S+5+5=1
a2 b2 2 ’

rue ¢y a, b u ¢ mo3uTUBHM peasHu OpojeBn (momy-oce) 30Be ce emunconn. llenrap enum-

coupa je KOOPIWHATHU MOYETAK, & CBAKA O] KOOPIWHATHUX PABHU I'a CeYe MO EJUICHU.

Kana je a = b = ¢ > 0, y muramy je cfepa ca HEHTPOM y KOODIMHATHOM IOYETKY U

[OJIYIIPEYHUKOM T" = a.

Xwunepobosoun m.
IToBpm mpyror pema mata jeqHAUYUHOM
2?2 2 22
a2 b2 2

rae ¢y a, b u ¢ no3urTuBHYU peasHu 6pojeBu (IOLY-0Ce) 30BE Ce JegHOKPUANU TUTEPOOAOUY.
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4

x
Pewemne. (a) Kana v — 2, mmamo 2 —2 — 14 u 22 —4 — 0, na — 0.

22 —

(6) ¥ tauku x = 1 u Gpojusan U UMEHUJIATL Cy jeIHAKN HYJIH, auau je 15 — 3z + 2 =
(z—1)*(z+2) mw 2t -4z +3 = (r—1)*(z? +22+3). Cxpahusamenm (z —1)? nobujamo

a3 —3x+42 . T+ 2 1
lim = lim —_——
sl gt —4dxr4+3 12242243 2

IIra ce moraba ako je a jenua oxm mBe Geckomaunoctu? 3uamo ma 1/x — 0 kana
r — +oo. Kako

P(x) 1 1 Q(x) 1 1
" :pn'f'pn—l';'f""'f'pO'Z_n_>pn " om :(J77L+Q77L—1';+"'+q0'x_m_>Qm;
IMaMO P P "
im (z) = lim 2" ™. lim Pla)/a” L m
r—+o0 Q(x) r—+o0 r—+o0 Q(Z)/l‘m qm r—+o0

n—m

opu Yemy je lirﬂltl T jemnakxo 0 ako je n < m, 1 ako je n =m, a 00 akKo je n > m.
r—rL 00

2 — 22— 3)?
Myuiep .12, Wpasymars ti 50— 20208

Pewewe. Kaxo % — 0 KaJa £ — 00, NeJbEeHEM OpPOjUONa 1M MMEHHOIa ca x° nobujaMo

oo 2032 (1-2-5P (1-0-02 1
m ——————— = llm 5 = = ———
z—o0 3x° +2x% +5 T—r00 3+;+x_5 34040 3

Nwma #eronmko ammeca, MOMyJIapHO TMO3HATUX KAO ,,TADJAMIHU , KOje je moOpo 3a-
MaMTUTHU.

Tephewe 8.9. (Tabauunn TUMecn)

. sinx . 1\" . Inz Coet—1
@It @ () =e @ =t

Hpyrum peunma,

sint~z, Inl+z)~zx u -1~z xamaz— 0.

/lokas. (a) Hocmarpajmo tauky P(cosz,sinz) na jemuruuaoMm kpyry. Hbeno pacrojame
om x-oce MO Kpyry je x, a mHajrpahe pacrojame om x-
oce je sinz, na je sinz < x. C gpyre crpaHe, MOBPIIUHA
KpyskHOT nceuka nsmeby z-oce n npase OP je %x, a IOBP-
mumHa Tpoyria OPQ je %tgac, na je r < tgx. Ilpema Tome,
sinz _ sinz _ sinz

- Tj. sin x
sine = oz 7 tgaz’ cosz < < 1.
x
- . . . sinx
Kako je lim cosxz = lim 1 = 1, caenu na je u lim =1.
z—0 z—0 r— €T

(6) OBo je y cTBapu; jemHa O HEKOJUKO CKBUBAJEHTHUX nepuHUNUja Opoja e.

1
(B) JlorapurmoBame jemnakoctu (6) gaje lim nln <1 + —) = 1. Ako cana o3ua-
n—-+oo n

yumo x = 1 + % — 1, 1j. n= ﬁ, nmobuheMmo TpaskeHy jeTHAKOCT.

(r) Cnemn u3 (B) cmenoMm ¢t =Inz — 0 n z = e’ O
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. 1l—cosxz
IIpumep 8.13. spauynatu lim ———.
—_— =0 T

Pewene. Moncernmo ce na je 1 — cosz = 2sin? 5. YBobemem cmene 3 =t — 0 mobujamo

1 —cosz ) 2Sin2% 2sin?t 1. (sint)2_

—_— = hm = — 11m
0  x2 0 2 t—0  4¢2 2 t50 t

8.7. Acumnrore dyHKIUjE

Acumvnrore pyuruuje f cy npase kojuma ce rpaduk pyuruuje y = f(x) npubnmwrasa
Kamga & — £00 mam iy — +00 - HeKa BPCTA TAHIEHTU Y OECKOHAYHUM TayKaMa - U HeMa

UX CBaka (yHKIU]a.

2
1
IIpumep 8.14. Ha cnouuu je npuxaszan rpaduk ¢pyuruuje f(z) = :c2 + (:c + Va2 + 1):
—_— Y x? —x )
154
10
5
0

v—lO

YouaBaMO TPU TUIA ACUMITOTA:
e nBe sepiiukasne acumnrore r = —1u x =0,
e zopusoniiaany acumnrory y =0 (kama & — —o0) u
e xocy acunToTy y = 22 — 2 (Kaga x — +00).
Beptiukasra acumuiiotia je mpaBa 00IMKA
rT=a

ako ¢yHruuja f Huje medumHUCAHA y TAYKU 4 U

lim f(z) =400 wmmm lim f(z) =+oco (mnm o6oje).
z—a~ z—at

Iakne, Tauka a Mopa na Oyne Ha I'PDAHUIM AOMEHa (YHKIH]je.

Xopusonitiasna acumuitiotia je TpaBa OOJIUKA

y=">
aKO BayKU
lim f(z) =0 wnm lim f(z)=0».
T—+00 T—r—00

Xopu30HTAJIHA ACUMIITOTA je MOABPCTa KOCe aCUMITOTE y K0joj je k = 0.

FKoca acumuttiowia je mpaBa obIMKA

y=kr+b

aKO BayKU

lim (f(z)—kzx—b)=0 wmwm lim (f(z)—kx—0b)=0.

r—+00 T——00
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Hpumep 9.14. Pyurunja y = f(x) je 3amara jeaHaunmHoMm
(a) 2> +y*=5;  (6) 2® +y° =3(ay +1).
Ompemutn 3y’ (1), ako je mozmato na je y(1) = 2.

Peweme. (a) Pemasamem mo y mobujaMo BpeIHOCT Yy = V5 — 2 y eKCIIIUIUTHOM OBJIUKY.
o 1

Cana (mpaBuioM ciowere QyHKIUje) HATA3HMO Y = — = = —3.

(6) OBo je Temko pyuno pemutu 10 y (He u Hemoryhe - moctoju porobarua $hop-
Myna, mo3HaTta kKao Kapmamosal, amu To je Beh Tema meke mpyre mpuue).

[ocToju APYTM HAUWH KOjU HAM je OBIe Ha pacmoiaramy. Besy x3 +1y° = 3(zy+1)
MOMKEMO IUPEKTHO Ja DU(PEePEHIPaMO IO

4
dzr

(@) + 2 () — - (3ey) =0,

e Cpaxraro, 4= (z%) = 322.

d

e Kommxo je %(y:‘)? OBze MopaMo ma MMaMO y BUILY na je y @gynkyuja mo x.

3aT0 KOPUCTUMO MPABUIIO CIOKEHE (YHKIUjE: %(y:‘) =3y%-y.
e 3a cabupak d%(?)xy) KOPUCTUMO MPABUJIO IPOU3BOIA: %(&fcy) =3y +zy).

Cse y cBemy, nobujamo jemrauuny 372 +3y%y’ = 3(y+xvy’), onakme nobujamo uszpas
3a y:
;Y= z?

y - y2 —x .

Mana HemMaMO eKCIUIMIIUTAH U3pa3 3a ¥y, ¥ Tauku r = 1 3HaMO aa je y = 2, TaKko Oa

2
nmamo cBe norpebue napamerpe: y'(1) = % = %

OBaj MeTO MOKEMO Ia MPUMEHUMO 3a AU(EPEHIUPAR¢ MHBep3He QyHkmmje. lakie,
Heka mudepennnjabunna GpyHruuja f 6ujeKTUBHO cauka nHTepBad (a,b) y uarepsaa (¢, d)
u f(z) =y. Tana ona mva musepsny ¢yurmmjy g = f~!. Jludepennupamem jeIHAKOCTH
g9(y) = x mo x nobuja ce ¢'(y) - dy/dx =1, onarxe je ¢'(y) = 1/f'(z).

Tephewe 9.4. (mpaBuio mHBEp3HE (PyHKIU]E)

Axo je f~(y) =z, onma je

[IpumennMO OBy (OpMyJly Ha MHBED3HE TPUTOHOMETDUjCKe (QyHKIH]E.
Hpumep 9.15. Hahu ussone ¢pyurmmja (a) arcsinz, (6) arccosz u (B) arctg .

Peweme. (a) Hera je g(y) = arcsiny = z. Iomro je sinx =y u cosx = /1 — y2, mmamo

(arcsiny)’ ! ! !

1 = = = .

4 (sinx)  cosx 1—1y2

(6) IMowro je arcsinz + arccosx = 7/2 KoucTauTHO, caenu (arccosy)’ = —(arcsiny)’.

3 3—z3+\/m6—10z3+9+§/3—J33—\/w6—10m3+9

LY oBowm ciyuajy mobuja ce y = \/ 5 5
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(B) Ako je g(y) = arctgy = x, umMamo tgr =y U —s— = te?r+1=9*+1, maje
cos? x

t I 2 . )
jep cmo m3Box ¢yurnuje tg x Beh mspauynamnu y [Ipumepy 9.11.

Ilonekan je ¢pyHKIUja 3amaTa mapaMeTapCcKu:
z=f(t) u y=g(t),

rae cy pyuknuje f u g nudpepennujabunne y tauru t. [lox nupernocraskom na je f'(t) # 0,

dt
nocroju nuBep3Ha (GymEEnuja f(r) =t U meH W3BOA MO T je Pt [0} [Ipema Tome,
x

y=g(t)=g(f(z)) je cnoswena PpyHKIMja MO T, TTa MOKEMO [da U3PAUYHAMO HeH U3BOI

IO IPaBUJLY CJIO:XKEeHe QYHKIU]je:
dy dy dt _ g'(t)

dr  dt dx  f'(t)
Hpumep 9.16. Iuxsouga je KpUBa maTa TapaMeTapCKU:
r=1—sint, y=1-—cost.

OsBa KpuBa OHI/I(ije KpeTame (i)I/II{CHe TavYKe Ha TOUYKY IPpUW KOTpPJbalhy TOYKa IIO

npaBoj:

Onpenumvo varu® nukmomme (Tj. cMep Kperama mocMarpaHne Taudke) 3a t = 27/3.
Y 10j Tauku je dx/dt =1 — cost u dy/dt =sint, na je

k:@:dy/dt: sint ctgzzﬁ.
de  dz/dt 1—cost 2 3

9.7. Caxkerak ¢opmMmyJsia mqudpepeHIpama
Hajsaxkauje ¢popmymne y Besu ca m3Boauma pazbdbamane cy mo oBoj riaasu. Osme hemo

X CKYIUTU Ha jeAHOM MecTy. Vmak, oBa JmcTa HUje KOMIJIETHA - TaKBa W HE MOCTOJU -
U B-eHa CBpXa HUje na je HayduTe HamaMmer, Beh camo na je ymorpedbure Kao IOICETHUK.
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