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Xx̄̄amī̄a: Planeta print

Tiraж: 1500 primeraka

YU ISBN: 978-86-6060-057-0

Beograd, 2020.
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Predgovor

Ovaj u
benik je napisan s ciǉem da prati plan i program za predmet Mate-
matika 1 na Maxinskom fakultetu Univerziteta u Beogradu. Osim studentima
Maxinskog fakulteta, moжda �e biti od koristi i studentima drugih fakulteta
koji uqe po istom ili sliqnom programu.

Kǌiga se sastoji iz dva pribliжno jednaka dela.

Prvi deo je posve�en temama iz linearne algebre sa analitiqkom geometrijom.
Ovaj deo se sastoji iz 6 glava:

1. Matriqni raqun;
2. Sistemi linearnih jednaqina;
3. Vektori u geometriji;

4. Vektori u koordinatama;

5. Prava i ravan;

6. Krive drugog reda.

Drugi deo je posve�en osnovama diferencijalnog raquna. Ovu materiju stu-
denti �e daǉe obra�ivati u predmetima Matematika 2 i Matematika 3.

7. Funkcije;

8. Limesi;

9. Izvodi;

10. Primene diferencijalnog raquna;

11. Ispitivaǌe toka funkcije;

12. Tejlorov polinom;

13. Parametarski zadate krive.

Svaka glava je propra�ena primerima i odre�enim brojem zadataka sa rexeǌi-
ma s maǌe ili vixe detaǉa. Neki od zadataka su odabrani za pripremu pismenog
ispita, dok drugi imaju za ciǉ ilustraciju gradiva. Student koji je savladao
gradivo trebalo bi da bez texko�a uradi veliku ve�inu zadataka.

Najzad, vaǉa dodati i da je ova kǌiga nastala kao rezultat saradǌe neko-
liko kolega qije metode i shvataǌa nastave imaju malo toga zajedniqkog. Posao je
poxteno podeǉen. Tekst je pisalo nas xestoro - D. �uki�, I. Aran�elovi�, D.
Jandrli�, R. Mutav
i� �uki�, A. Pejqev i J. Tomanovi�. Slike su nacrtali D.
�uki�, R. Mutav
i� �uki� i M. Vuqi�. Tehniqko sre�ivaǌe i formatiraǌe tek-
sta radili su D. �uki� i R. Mutav
i� �uki�. Pre recenzenta tekst je pregledao
M. Vuqi�.

U skladu s navedenim, qitalac �e primetiti razliqite stilove pisaǌa, iz-
raжavaǌa i predstavǉaǌa materije. Pisac ovih redova nije dao sebi za pravo
da stilove kolega prilago�ava svom, niti bi to bilo izvodǉivo bez pisaǌa cele
kǌige ispoqetka. Nadamo se da ovo nije naxkodilo kvalitetu u
benika, ve� da ga
je, naprotiv, uqinilo boǉim.

U Beogradu, 2020. godine
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Determinanta se mnoжi realnim brojem tako xto se elementi jedne vrste (ili
kolone) pomnoжe tim brojem.

Primer 1.17. Determinanta |A| =
∣
∣
∣
∣

16 32
3 20

∣
∣
∣
∣
se moжe pomnoжiti brojem 1

4 na vixe

naqina, recimo mnoжeǌem 1. vrste ili 2. kolone tim brojem:

1

4
· |A| =

∣
∣
∣
∣

1
4 · 16 1

4 · 32
3 20

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

4 8
3 20

∣
∣
∣
∣
= 56,

1

4
· |A| =

∣
∣
∣
∣
∣

16 1
4 · 32

3 1
4 · 20

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

16 8
3 5

∣
∣
∣
∣
= 56.

Ako se svaki element i-te vrste determinante |A| reda n moжe zapisati kao
aij = bij + cij , j = 1, 2, ..., n, onda vaжi |A| = |B| + |C|, gde su |B| i |C| determinante
reda n koje imaju iste elemente kao i determinanta |A|, osim xto se u i-toj vrsti
determinante |B| nalaze elementi bij, a u i-toj vrsti determinante |C| elementi cij .
Analogna osobina vaжi i za kolone. Opisano pravilo naziva se ī̄ravilom sabiraǌa
gex̄̄erminanx̄̄i. Dakle, dve determinante mogu da se saberu ako su istog reda i ako
su im sve vrste (ili kolone), osim (najvixe) jedne, iste.

Primer 1.18.
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 1 7
4 −4 2
0 1 9

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 −2 7
4 5 2
0 1 9

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 1 + (−2) 7
4 −4 + 5 2
0 1 + 1 9

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 −1 7
4 1 2
0 2 9

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

1.3. Inverzna matrica

Neka je

A =








a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann








kvadratna matrica reda n. Inverzna max̄̄rica matrice A, koja se oznaqava sa A−1,
je kvadratna matrica reda n takva da je A ·A−1 = A−1 · A = E.

Kvadratna matrica za koju postoji ǌena inverzna matrica naziva se re ı̄ularnom,
dok se kvadratna matrica za koju ne postoji inverzna matrica naziva sin ı̄ularnom.
Svaka regularna matrica ima jedinstvenu inverznu matricu.

Kvadratna matrica A je regularna ako i samo ako je detA 6= 0.

Inverzna matrica regularne matrice A odre�uje se po formuli

A−1 =
1

detA
·A∗,

gde je sa A∗ oznaqena agjun ı̄ovana max̄̄rica matrice A. Vaжi

A∗ =








A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n

...
...

. . .
...

An1 An2 · · · Ann








T

=








A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

...
...

. . .
...

A1n A2n · · · Ann







,

gde su sa Aij oznaqeni kofaktori koji odgovaraju elementima aij , i, j = 1, 2, ..., n,
matrice A.
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Primer 1.19. Odrediti inverznu matricu matrice A =





−1 2 1
1 −1 0
2 −2 3



.

Rexeǌe. Kako je detA = −3 6= 0, to je A regularna matrica. Da bismo odredili
ǌenu adjungovanu matricu, prvo raqunamo kofaktore:

A11 = +

∣
∣
∣
∣

−1 0
−2 3

∣
∣
∣
∣
= −3, A12 = −

∣
∣
∣
∣

1 0
2 3

∣
∣
∣
∣
= −3, A13 = +

∣
∣
∣
∣

1 −1
2 −2

∣
∣
∣
∣
= 0,

A21 = −
∣
∣
∣
∣

2 1
−2 3

∣
∣
∣
∣
= −8, A22 = +

∣
∣
∣
∣

−1 1
2 3

∣
∣
∣
∣
= −5, A23 = −

∣
∣
∣
∣

−1 2
2 −2

∣
∣
∣
∣
= 2,

A31 = +

∣
∣
∣
∣

2 1
−1 0

∣
∣
∣
∣
= 1, A32 = −

∣
∣
∣
∣

−1 1
1 0

∣
∣
∣
∣
= 1, A33 = +

∣
∣
∣
∣

−1 2
1 −1

∣
∣
∣
∣
= −1,

pa je

A∗ =





−3 −3 0
−8 −5 2
1 1 −1





T

=





−3 −8 1
−3 −5 1
0 2 −1



 .

Konaqno je

A−1 =
1

detA
· A∗ = 1

−3 ·





−3 −8 1
−3 −5 1
0 2 −1



 =





1 8/3 −1/3
1 5/3 −1/3
0 −2/3 1/3



 .

Primer 1.20. Matrica A =





1 −3 0
0 2 2
−1 2 −1



 je singularna, jer je detA = 0 (zato se

kada treba odrediti inverznu matricu prvo raquna determinanta, kako bi se
ustanovilo da li inverzna matrica uopxte postoji).

Neka su A i B regularne matrice istog reda. Tada vaжi:

(A−1)−1 = A, detA−1 =
1

detA
, (A ·B)−1 = B−1 · A−1.

Regularna matrica za koju je A−1 = AT zove se orx̄̄o ı̄onalna max̄̄rica. Proizvod
dve ortogonalne matrice je tako�e ortogonalna matrica, tj. ako je A−1 = AT i
B−1 = BT , onda je i (A · B)−1 = (A · B)T .

1.4. Elementarne transformacije i rang matrice

Neka je A matrica tipa m × n. Ran ı̄ matrice A, u oznaci r(A), je red ǌene
regularne kvadratne podmatrice takve da su sve kvadratne podmatrice ve�eg reda,
ako postoje, singularne. Primetimo da mora biti r(A) 6 min{m,n}.

Elemenx̄̄arne x̄̄ransformacije matrice su transformacije pri kojima se ne meǌa
rang matrice. U elementarne transformacije spadaju:

1. zamena mesta dve vrste (ili kolone);

2. mnoжeǌe vrste (ili kolone) realnim brojem razliqitim od 0;

3. dodavaǌe jednoj vrsti (ili koloni) neke druge vrste (ili kolone) pomnoжene
bilo kojim realnim brojem.
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Primer 5.9. Na�i zajedniqku normalu dveju mimoilaznih pravih p : x+1
2 = y−3

−1 = z
−1

i q : x+1
−1 = y+1

2 = z−5
3 .

Rexeǌe. Vektori pravaca pravih p i q su redom ~p = (2,−1,−1) i ~q = (−1, 2, 3).
Prvo odre�ujemo pravac ~n traжene zajedniqke
normale n. Znamo da je ~n ⊥ ~p i ~n ⊥ ~q, pa je ~n ob-
lika λ(~p×~q) = λ(−1,−5, 3), gde je λ 6= 0 proizvoǉan
realna broj. Uzimamo λ = 1, te je ~n = (−1,−5, 3).
Sada �emo odrediti preseqnu taqkuN pravih n i
q. Ona pripada ravni π koja sadrжi prave p i n,
pa je N=q ∩ π. Iz parametarskog oblika prave q

~p

N ~q

q

p

n

π

sledi da je taqka N oblika (x, y, z)=(−1,−1, 5)+t(−1, 2, 3)=(−1− t,−1+2t, 5+3t).

Vektor normale na ravan π je oblika ~nπ = λ1(~p × ~n) = λ1(−8,−5,−11). Ako
uzmemo λ1 = −1, dobijamo ~nπ = (8, 5, 11). Ravan π najzad odre�ujemo iz uslova
p ⊂ π: tada proizvoǉna taqka prave p, recimo taqka P (−1, 3, 0), leжi na π, pa
je ǌena jednaqina 8(x+ 1) + 5(y − 3) + 11(z − 0) = 0, tj. 8x+ 5y + 11z − 7 = 0.

Iz pripadnosti taqke N ravni π dobijamo 8(−1−t)+5(−1+2t)+11(5+3t)−7 = 0,
tj. 35t+ 35 = 0, pa je t = −1 i N = (0,−3, 2).
Prema tome, prava n ima parametarski oblik N + t~n=(0,−3, 2) + t(−1,−5, 3).

Moжe se pokazati da je upravo rastojaǌe izme�u podnoжja M i N zajedniqke
normale (najkra�e) rastojaǌe izme�u mimoilaznih pravih p i q. Za odre�ivaǌe
tog rastojaǌa qesto se koristi formula data narednom teoremom.

Tvr�eǌe 5.8.
Rastojaǌe izme�u mimoilaznih pravih p = P + t~p i q = Q+ s~q (t, s ∈ R) je

|[~p, ~q,−−→PQ]|
|~p× ~q| .

Dokaz. Neka su α i β paralelne ravni takve da ravan α sadrжi pravu p i paralelna
je pravoj q, dok ravan β sadrжi pravu q i paralelna je pravoj p.

Vektori ~p, ~q i
−−→
PQ odre�uju paralele-

piped zapremine |[~p, ~q,−−→PQ]|. Za ǌegovu
osnovu moжemo uzeti paralelogram koji
odre�uju vektori ~p i ~q, nalazi se u ravni
α i qija je povrxina |~p×~q|. Odgovaraju�a
visina paralelepipeda jednaka je rasto-
jaǌu paralelnih ravni α i β, xto je i
rastojaǌe izme�u mimoilaznih pravih p
i q, odakle sledi formula.

P ~p
p

α

q

Q

~q

β

Primer 5.10. Na�i rastojaǌe izme�u mimoilaznih pravih p : x+1
1 = y−1

−1 = z
0 i

q : x+1
−2 = y

0 = z−2
1 .

Rexeǌe. Parametarske jednaqine pravih p i q su redom p = P + t~p i q = Q+s~q, gde je
P (−1, 1, 0), Q(−1, 0, 2), ~p = (1,−1, 0), ~q = (−2, 0, 1) i t i s su proizvoǉni realni
brojevi. Primenom prethodne teoreme dobijamo da je rastojaǌe izme�u datih

pravih d = |[~p,~q,−−→PQ]|
|~p×~q| . Kako je |[~p, ~q,−−→PQ]| = 3 i |~p× ~q| =

√
6, to je d =

√
3
2 .
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5.7. Me�usobni poloжaj dve ravni

Dve ravni u prostoru mogu da se poklapaju, da budu paralelne ili da se seku
po pravoj. Neka su date ravni α : a1x+ b1y+ c1z+ d1 = 0 i β : a2x+ b2y+ c2z+ d2 = 0.
Oznaqimo sa ~nα i ~nβ redom ǌihove vektore normala.

(i) Ravni α i β se poklapaju ako i samo ako je (a2, b2, c2, d2) = λ(a1, b1, c1, d1) za neki
broj λ 6= 0.

(ii) Ravni α i β su paralelne ako i samo ako je (a2, b2, c2) = λ(a1, b1, c1) za neki broj
λ 6= 0. To se moжe napisati i u obliku |~nα × ~nβ | = 0.

(iii) Ravni α i β se seku po pravoj ako i samo ako nisu paralelne, tj. ako i samo
ako vaжi |~nα × ~nβ| 6= 0.

5.8. Me�usobni poloжaj prave i ravni

Prava p = P0 + t~p (t ∈ R) i ravan α qiji je vektor normale ~nα mogu da se seku u
jednoj taqki, da budu paralelne, ili da prava pripada ravni.

(i) Prava p pripada ravni α ako i samo ako je ~p · ~nα = 0 i P0 ∈ α.
(ii) Prava p je paralelna ravni α (p ∩ α = ∅) ako i samo ako je ~p · ~nα = 0 i P0 /∈ α.
(iii) Prava p i ravan α se seku u taqki ako i samo ako je ~p · ~nα 6= 0.

Primer 5.11. U kom su me�usobnom poloжaju prava p : (x, y, z) = (1, 0,−1) + t(1, 2,−3)
i ravan α : 2x− y = 3?

Rexeǌe. Vektor pravca date prave ~p = (1, 2,−3) i vektor normale na datu ravan
~nα = (2,−1, 0) su normalni, jer je ~p · ~nα = 0. Taqka (1, 0,−1) sa prave p ne
pripada ravni α, jer je 2 · 1− 0 6= 3, pa su prava p i ravan α paralelne.

5.9. Ugao izme�u dve prave

Prave p = P + t~p i q = Q + s~q (t, s ∈ R) grade dva ugla, a za ugao izme�u ǌih
obiqno uzimamo onaj koji nije tup, tj.

∢(p, q) = arccos
|~p · ~q|
|~p||~q| .

Primer 5.12. Izraqunati ugao izme�u pravih p : (x, y, z) = (1, 0,−1) + t(2, 1, 3) i
q : (x, y, z) = (2, 1, 1) + s(1, 3,−2).

Rexeǌe. Traжeni ugao je arccos
|(2, 1, 3) · (1, 3,−2)|
|(2, 1, 3)||(1, 3,−2)| = arccos

1

14
.

5.10. Ugao izme�u dve ravni

Ugao izme�u dveju ravni α i β jednak je uglu izme�u ǌihovih normala. Prema
tome, ako su ǌihovi vektori normala redom ~nα i ~nβ, taj ugao je

∢(α, β) = arccos
|~nα · ~nβ |
|~nα||~nβ |

.

Primer 5.13. Na�i ugao izme�u ravni α : x+ 2y − 2z − 3 = 0 i β : 4x+ 3y + 9 = 0.
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(ii) A = 0, D 6= 0: Dopuǌavaǌem do potpunog kvadrata sabiraka Cy2 +2Ey dola-
zimo do jednaqine oblika

Cy′2 + 2Dx′, C ·D 6= 0;

u odnosu na koordinatni sistem O′x′y′ koji je dobijen translacijom sistema
Oxy.

(iii) A = 0, D 6= 0: Dopuǌavaǌem do potpunog kvadrata sabiraka Cy2+2Ey dobi-
jamo jednaqinu:

C′y′2 + F ′, C′ 6= 0

u odnosu na koordinatni sistem O′x′y′ koji je dobijen translacijom sistema
Oxy.

Primer 6.1. Koju krivu predstavǉa jednaqina x2 + y2 − 4x+ 6y + 12 = 0?

Rexeǌe. Dopunom do potpunog kvadrata jednaqinu moжemo napisati (x−2)2+(y+3)2

= 1. Ako uvedemo da je x′ = x− 2 i y′ = y + 3 dobijamo jednaqinu kruжnice sa
centrom u koordinatnom poqetku i polupreqnikom 1: x′2 + y′2 = 1 u odnosu na
novi koordinatni sistem O′x′y′ gde su koordinate novog centra O′ = (2,−3).

Primer 6.2. Neka je data kriva x2 + y2 = 1. Kako glasi ǌena jednaqina u novom
koordinatnom sistemu Ox′y′ koji se dobija rotacijom sistema Oxy za ugao π

4 ?

Rexeǌe. Primenimo formule za transformaciju koordinata rotacijom (6) i dobi-
jamo

x = x′ cos π
4 − y′ sin π

4 = 1√
2
(x′ − y′)

y = x′ sin π
4 + y′ cos π

4 = 1√
2
(x′ + y′)

Zamenimo dobijene izraze za x i y u polaznu jednaqinu i dobijamo x′2+y′2 = 1,
xto zapravo predstavǉa istu krivu - kruжnicu sa centrom u koordinatnom
poqetku. Rezultat je oqekivan jer se u ovom sluqaju rotacijom kriva ne meǌa.
Naravno, ovo je sluqaj sa kruжnicom ali kada je u pitaǌu druga kriva ǌen
oblik u novom koordinatnom sistemu se meǌa.

Primer 6.3. Razmotrimo sada krivu x2−y2 = 1. Kako glasi ǌena jednaqina u novom
koordinatnom sistemu Ox′y′ koji se dobija rotacijom sistema Oxy za ugao π

4 ?

Rexeǌe. Kako je ugao rotacije isti kao u prethodnom zadatku i ovde imamo

x =
1√
2
(x′ − y′) i y =

1√
2
(x′ + y′).

Zamenom u polaznu jednaqinu dobijamo x′y′ = −1/2.

6.6. Algebarske povrxi drugog reda

Opxti obik algebarske jednaqine drugog stepena po promenǉivim x, y i z je

Ax2 +By2 + Cz2 + 2Dxy + 2Eyz + 2Fxy + 2Gx+ 2Hy + 2Kz + L = 0

(A2 +B2 + C2 +D2 + E2 + F 2 > 0).
(9)

Algebarska povrx drugog reda je svaka povrx koja se moжe zadati jednaqinom
navedenog oblika.
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Kao xto u pravouglom koordinatnom sistemu ravni imamo kanonske jednaqine
standardnih krivih drugog reda, tako i u trodimenzionalnom prostoru u odnosu na
pogodno izabrani pravougli koordinatni sistem imamo kanonske jednaqine stan-
dardnih povrxi drugog reda.

Elipsoid.

Povrx drugog reda data jednaqinom

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1,

gde su a, b i c pozitivni realni brojevi (polu-ose) zove se elipsoid. Centar elip-
soida je koordinatni poqetak, a svaka od koordinatnih ravni ga seqe po elipsi.
Kada je a = b = c > 0, u pitaǌu je sfera sa centrom u koordinatnom poqetku i
polupreqnikom r = a.

Hiperboloidi.

Povrx drugog reda data jednaqinom

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1,

gde su a, b i c pozitivni realni brojevi (polu-ose) zove se jegnokrilni hiī̄erboloig.

Povrx drugog reda data jednaqinom

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1,

zove se gvokrilni hiī̄erboloig.
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Rexeǌe. (a) Kada x→ 2, imamo x4 − 2→ 14 i x2 − 4→ 0, pa
x4 − 2

x2 − 4
→∞.

(b) U taqki x = 1 i brojilac i imenilac su jednaki nuli, ali je x3 − 3x+ 2 =
(x−1)2(x+2) i x4−4x+3 = (x−1)2(x2+2x+3). Skra�ivaǌem (x−1)2 dobijamo

lim
x→1

x3 − 3x+ 2

x4 − 4x+ 3
= lim

x→1

x+ 2

x2 + 2x+ 3
=

1

2
.

Xta se doga�a ako je a jedna od dve beskonaqnosti? Znamo da 1/x → 0 kada
x→ ±∞. Kako

P (x)

xn
= pn + pn−1 ·

1

x
+ · · ·+ p0 ·

1

xn
→ pn i

Q(x)

xm
= qm + qm−1 ·

1

x
+ · · ·+ q0 ·

1

xm
→ qm,

imamo

lim
x→±∞

P (x)

Q(x)
= lim

x→±∞
xn−m · lim

x→±∞
P (x)/xn

Q(x)/xm
=
pn
qm

lim
x→±∞

xn−m,

pri qemu je lim
x→±∞

xn−m jednako 0 ako je n < m, 1 ako je n = m, a ∞ ako je n > m.

Primer 8.12. Izraqunati lim
x→∞

x(x2 − 2x− 3)2

3x5 + 2x4 + 5
.

Rexeǌe. Kako 1
x → 0 kada x→∞, deǉeǌem brojioca i imenioca sa x5 dobijamo

lim
x→∞

x(x2 − 2x− 3)2

3x5 + 2x4 + 5
= lim

x→∞

(1 − 2
x − 3

x2 )
2

3 + 2
x + 5

x5

=
(1− 0− 0)2

3 + 0 + 0
=

1

3
.

Ima nekoliko limesa, popularno poznatih kao ,,tabliqni”, koje je dobro za-
pamtiti.

Tvr�eǌe 8.9. (tabliqni limesi)

(a) lim
x→0

sinx

x
= 1; (b) lim

n→+∞

(

1+
1

n

)n

= e; (v) lim
x→1

lnx

x− 1
= 1; (g) lim

x→0

ex−1
x

= 1.

Drugim reqima,

sinx ∼ x, ln(1 + x) ∼ x i ex − 1 ∼ x kada x→ 0.

Dokaz. (a) Posmatrajmo taqku P (cosx, sin x) na jediniqnom krugu. ǋeno rastojaǌe

od x-ose po krugu je x, a najkra�e rastojaǌe od x-
ose je sinx, pa je sinx 6 x. S druge strane, povrxina
kruжnog iseqka izme�u x-ose i prave OP je 1

2x, a povr-
xina trougla OPQ je 1

2 tgx, pa je x 6 tgx. Prema tome,
sinx

sinx
>

sinx

x
>

sinx

tg x
, tj.

O

P

Qx

r=1

cosx 6
sinx

x
6 1.

Kako je lim
x→0

cosx = lim
x→0

1 = 1, sledi da je i lim
x→0

sinx

x
= 1.

(b) Ovo je u stvari jedna od nekoliko ekvivalentnih definicija broja e.

(v) Logaritmovaǌe jednakosti (b) daje lim
n→+∞

n ln

(

1 +
1

n

)

= 1. Ako sada ozna-

qimo x = 1 + 1
n → 1, tj. n = 1

x−1 , dobi�emo traжenu jednakost.

(g) Sledi iz (v) smenom t = lnx→ 0 i x = et.
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Primer 8.13. Izraqunati lim
x→0

1− cosx

x2
.

Rexeǌe. Podsetimo se da je 1− cosx = 2 sin2 x
2 . Uvo�eǌem smene x

2 = t→ 0 dobijamo

lim
x→0

1− cosx

x2
= lim

x→0

2 sin2 x
2

x2
= lim

t→0

2 sin2 t

4t2
=

1

2
lim
t→0

(
sin t

t

)2

=
1

2

(

lim
t→0

sin t

t

)2

=
1

2
.

8.7. Asimptote funkcije

Asimptote funkcije f su prave kojima se grafik funkcije y = f(x) pribliжava
kada x → ±∞ ili y → ±∞ - neka vrsta tangenti u beskonaqnim taqkama - i nema
ih svaka funkcija.

Primer 8.14. Na slici je prikazan grafik funkcije f(x) =
x2 + 1

x2 − x
(

x+
√

x2 + 1
)

:

x

y

0
−1−2−3 1 2 3 4 5 6 7 8−2

−5

−10

5

10

15

y = f(x)

y=2x−2

Uoqavamo tri tipa asimptota:

• dve verx̄̄ikalne asimptote x = −1 i x = 0,
• horizonx̄̄alnu asimptotu y = 0 (kada x→ −∞) i
• kosu asiptotu y = 2x− 2 (kada x→ +∞).

Verx̄̄ikalna asimī̄x̄̄ox̄̄a je prava oblika

x = a

ako funkcija f nije definisana u taqki a i

lim
x→a−

f(x) = ±∞ ili lim
x→a+

f(x) = ±∞ (ili oboje).

Dakle, taqka a mora da bude na granici domena funkcije.

Horizonx̄̄alna asimī̄x̄̄ox̄̄a je prava oblika

y = b

ako vaжi
lim

x→+∞
f(x) = b ili lim

x→−∞
f(x) = b.

Horizontalna asimptota je podvrsta kose asimptote u kojoj je k = 0.

Kosa asimī̄x̄̄ox̄̄a je prava oblika

y = kx+ b
ako vaжi

lim
x→+∞

(
f(x)− kx− b

)
= 0 ili lim

x→−∞

(
f(x)− kx− b

)
= 0.
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Primer 9.14. Funkcija y = f(x) je zadata jednaqinom

(a) x2 + y2 = 5; (b) x3 + y3 = 3(xy + 1).

Odrediti y′(1), ako je poznato da je y(1) = 2.

Rexeǌe. (a) Rexavaǌem po y dobijamo vrednost y =
√
5− x2 u eksplicitnom obliku.

Sada (pravilom sloжene funkcije) nalazimo y′ = − x√
5−x2 = − 1

2 .

(b) Ovo je texko ruqno rexiti po y (ne i nemogu�e - postoji rogobatna for-
mula, poznata kao Kardanova1, ali to je ve� tema neke druge priqe).

Postoji drugi naqin koji nam je ovde na raspolagaǌu. Vezu x3+ y3 = 3(xy+1)
moжemo direktno da diferenciramo po x:

d

dx
(x3) +

d

dx
(y3)− d

dx
(3xy) = 0.

• Svakako, d
dx(x

3) = 3x2.

• Koliko je d
dx(y

3)? Ovde moramo da imamo u vidu da je y funkcija po x.

Zato koristimo pravilo sloжene funkcije: d
dx(y

3) = 3y2 · y′.
• Za sabirak d

dx(3xy) koristimo pravilo proizvoda: d
dx(3xy) = 3(y + xy′).

Sve u svemu, dobijamo jednaqinu 3x2+3y2y′ = 3(y+xy′), odakle dobijamo izraz
za y′:

y′ =
y − x2
y2 − x.

Mada nemamo eksplicitan izraz za y, u taqki x = 1 znamo da je y = 2, tako da

imamo sve potrebne parametre: y′(1) = 2−12
22−1 = 1

3 .

Ovaj metod moжemo da primenimo za diferenciraǌe inverzne funkcije. Dakle,
neka diferencijabilna funkcija f bijektivno slika interval (a, b) u interval (c, d)
i f(x) = y. Tada ona ima inverznu funkciju g = f−1. Diferenciraǌem jednakosti
g(y) = x po x dobija se g′(y) · dy/dx = 1, odakle je g′(y) = 1/f ′(x).

Tvr�eǌe 9.4. (pravilo inverzne funkcije)

Ako je f−1(y) = x, onda je
(
f−1

)′
(y) =

1

f ′(x)
.

Primenimo ovu formulu na inverzne trigonometrijske funkcije.

Primer 9.15. Na�i izvode funkcija (a) arcsinx, (b) arccosx i (v) arctg x.

Rexeǌe. (a) Neka je g(y) = arcsiny = x. Poxto je sinx = y i cosx =
√

1− y2, imamo

(arcsin y)′ =
1

(sinx)′
=

1

cosx
=

1
√

1− y2
.

(b) Poxto je arcsinx+ arccosx = π/2 konstantno, sledi (arccos y)′ = −(arcsiny)′.

1U ovom sluqaju dobija se y =
3

√

3− x3 +
√
x6 − 10x3 + 9

2
+

3

√

3− x3 −
√
x6 − 10x3 + 9

2
.
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(v) Ako je g(y) = arctg y = x, imamo tg x = y i
1

cos2 x
= tg2x+ 1 = y2 + 1, pa je

(arctg y)′ =
1

(tg x)′
= cos2 x =

1

y2 + 1
,

jer smo izvod funkcije tg x ve� izraqunali u Primeru 9.11.

Ponekad je funkcija zadata parametarski:

x = f(t) i y = g(t),

gde su funkcije f i g diferencijabilne u taqki t. Pod pretpostavkom da je f ′(t) 6= 0,

postoji inverzna funkcija f−1(x) = t i ǌen izvod po x je
dt

dx
=

1

f ′(t)
. Prema tome,

y = g(t) = g(f−1(x)) je sloжena funkcija po x, pa moжemo da izraqunamo ǌen izvod
po pravilu sloжene funkcije:

dy

dx
=
dy

dt
· dt
dx

=
g′(t)

f ′(t)
.

Primer 9.16. Cikloiga je kriva data parametarski:

x = t− sin t, y = 1− cos t.

Ova kriva opisuje kretaǌe fiksne taqke na toqku pri kotrǉaǌu toqka po
pravoj:

x

y

0 1 2 3 4 5 2π

Odredimo nagib cikloide (tj. smer kretaǌa posmatrane taqke) za t = 2π/3.
U toj taqki je dx/dt = 1− cos t i dy/dt = sin t, pa je

k =
dy

dx
=
dy/dt

dx/dt
=

sin t

1− cos t
= ctg

t

2
=

√
3

3
.

9.7. Saжetak formula diferenciraǌa

Najvaжnije formule u vezi sa izvodima razbacane su po ovoj glavi. Ovde �emo
ih skupiti na jednom mestu. Ipak, ova lista nije kompletna - takva i ne postoji -
i ǌena svrha nije da je nauqite napamet, ve� samo da je upotrebite kao podsetnik.
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