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Predgovor

Knjiga Diferencijalne jednacine je namenjena studentima 1. i 2. godine Masinskog
fakulteta u Beogradu. Zapravo, deo materije knjige se odnosi na predmet Matem-
atika 2, koji studenti Masinskog fakulteta u Beogradu slusaju u 2. semestru osnovnih
akademskih studija, gde se obradjuju diferencijalne jednacine 1. reda, a deo mater-
ije knjige se odnosi na predmet Matematika 3, koji studenti MaSinskog fakulteta u
Beogradu slusaju u 3. semestru osnovnih akademskih studija, gde se obradjuju difer-
encijalne jednacine viSeg reda i sistemi diferencijalnih jednacina. Naravno, knjiga
moze biti od koristi svima koji se interesuju za ovu problematiku.

Na kraju svakog poglavlja postoje odeljci u kojima su dati zadaci sa reSenjima, a
odnose se na problematiku koja se obradjuje u datom poglavlju.

Beograd, 10.07.2015. godine Autori
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Glava 1

Obicne diferencijalne
jednacine prvog reda

1.1 Osnovni pojmovi

Definicija 1.1 Neka su I, J1,Jo C R proizvoljni neprazni intervali. Jednacina oblika

F (xvyay/) =0, Yy= y(.’lﬁ), y/ = y/(m)> (1'1)

gde je:
-F:IxJ; xJy— R zadata funkcija (izraz) tri argumenta;
- x € I nezavisna promenljiva;
-y =vy(x): I = Jy nepoznata diferencijabilna funkcija argumenta x;

d
-y =9 (x) = d—y : I — Js izvod nepoznate funkcije y po argumentu x,
x

naziva se obicna diferencijalna jednacina prvog reda.
Nadalje éemo (1.1) zapisivati

F (xaya y/) =0, (12)

podrazumevajuéi da je y = y(x) iy =y'(z) = Z—i

U ovoj glavi ¢emo koristiti termin diferencijalna jednac¢ina umesto obi¢na difer-
encijalna jednacina prvog reda, zato $to druge vrste diferencijalnih jednacina ne¢emo
razmatrati. Postupak odredjivanja nepoznate funkcije iz date diferencijalne jednacine
naziva se reSavanje te jednacine ili integraljenje te jednacine. Resenje (koristi se i ter-
min integral) diferencijalne jednacine je proizvoljna diferencijabilna funkcija y koja
identicki zadovoljava jednac¢inu (1.1). Grafik resenja diferencijalne jednacine naziva
se integralna kriva. Termin "reSenje diferencijalne jednacine prvog reda’ preciznije
opisuje naredna definicija.

Definicija 1.2 Redsiti diferencijalnu jednacinu (1.1) znaéi izvesti algebarsku vezu izmedju

z 1y u kojoj ne konfigurisu izvodi, Sto podrazumeva jednu od sledece tri varijante:

1. y=g(z,C), odnosno resenje u eksplicitnom obliku;

1



1.6. BERNULIJEVA DIFERENCIJALNA JEDNACINA 9

1.6 Bernulijeva diferencijalna jednac¢ina

Diferencijalna jednacina

Y+p@y=q@)y" (keR), y=y(x) (1.27)

naziva se Bernulijeva diferencijalna jednac¢ina. Ako je k = 0, jednacina (1.27) je
linearna, a ako je k = 1, u njoj se promenljive mogu razdvojiti. Stoga ¢emo pret-
postaviti da je k # 0 i k # 1. Uvedimo smenu y(x) = (u(x))™, gde je u nova
nepoznata funkcija argumenta xz, a m je konstanta koju treba odrediti. Dobijamo
y' = mu™ v/, te jednacina (1.27) postaje

mu™ ' +p (z)u™ = q (z) U™,

1 1
to jest, v’ + — = mk—m+1 1.28
o jest, u'+ —p()u= —q(z)u (1.28)

Izaberimo m tako da bude
mk—m+1=0,

to jest m = lflk Na taj nacin dobijamo rezultat: Bernulijeva diferencijalna jednacina

(1.27) svodi se pomoc¢u smene
y=uTF

na linearnu diferencijalnu jednacinu

W'+ (1 =k)p@)u=(1-k)q().
Kako je ova jednacina linearna, ona se moze resiti primenom formule (1.26). Na taj
nacin se dobija

Ytk = e~ (1=k) [ p(x)dx (C + / (1-k)q(x) e(l—k)fp(r)drdx> )

Ovo je formula za reSavanje Bernulijeve jednacine (1.27).

1.7 Diferencijalna jednacina u obliku totalnog difer-
encijala
Jednacina
P(z,y)dz+Q(z,y)dy =0 (1.29)

je diferencijalna jednac¢ina u obliku totalnog diferencijala ako je leva strana totalni
diferencijal neke funkeije u (z,y) dveju nezavisno promenljivih z i y, tj.

ou Ju

Ako je tako, onda je u (z,y) = C opste resenje jednacine (1.29).



26 GLAVA 1. OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE PRVOG REDA

Zadatak 1.26 zy’ = /12 — y2 + y.

ResSenje. Ako zadatu jednacinu zapiSemo u obliku

2
y/:g_'_ ]__(g)’
xT x

onda se uocava da je zadata jednacina homogena. Za njeno reSavanje treba uvesti
smenu
y=uxz, Yy =z +z,

¢ijom primenom dobijamo
2z =1 — 22,

Opsti integral poslednje jednacine je
arcsinz = InC'z,

a njeno opste resenje:
z = sin(In Cx).

Opste resenje polazne jednacine je

y =z sin(ln Cz).

Zadatak 1.27 (2% + 22y — y?)dz + (y? + 22y — 2%)dy = 0

ResSenje. Ako zadatu jednacinu zapiSemo u obliku

[my_ (y)j dz + [(y)my-l} dy =0,
x x x x
onda se uocava da je ona homogena. Za njeno resavanje treba uvesti smenu
y=uzz, dy==xzdz+ zdx,
¢ijom primenom dobijamo
(1422 —2%)da + (2° + 22 — 1)(xdz + zdz) = 0,

odnosno
dx 24+22-1

T 2 4+224+2+1 “

dx 2z 1
T dz =0
x+<22—|—1 z+1) =0

(22 +1) - C(z+1)=0.

=0.

Odavde dobijamo

odakle sledi



1.10. ZADACI 57
pa ¢emo dobiti

24—&-322—1—2—’_?:0’

(22 +32)dz  dx i ( 2z z ) dx
ili —_—
Opsti integral poslednje jednacine je
(2% +1)%2% = b(2* 4 2),
a opsti integral jednacine (1.63), prema (1.64),
(2% +y*)? = b? (222 + ¢?)

je ujedno jednacina trazenih ortogonalnih trajektorija. O

Zadatak 1.75 Familije elipsi 22 + 3y? = ay. Zatim odrediti onu ortogonalnu trajek-
toriju koja sadrzi tacku (1,2).

ResSenje. Zapisimo jednacinu date familije u obliku

2
T
7+3y:a7
Y

a zatim diferencirajmo dobijenu jednakost po z, pa ¢emo dobiti
2 2,
WY 13y =0, il 2zy+ (37 — 22y = 0.
Y
Odavde dobijamo diferencijalnu jedna¢inu ortogonalnih trajektorija
2zyy’ — (3y* — 2*) = 0. (1.65)

Za reSavanje jednacine (1.77) uvedimo smenu

y=uwz, y =z+a2, (1.66)
pa ¢emo dobiti
2022(z + 22') — (32222 —2?) =0, ili ;Zle + d?x =0,
a odavde
22 =Cx+ 1.
Opéste resenje jednacine (1.65) je
y? = 2%(Cz +1). (1.67)

Ako uvrstimo koordinate tacke (1,2) u (1.67), dobi¢emo C = 3, odnosno

y? = 2%(3z + 1).
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Cije je reSenje

(y>+C1)?+1-C3

1
22:y2+E+2C’1, ili 2% = 5

Y
Iz poslednje jednacine dobijamo
2 2 1— 2
L VPEOPEI=G
Y
a odatle
21 C1)2+1-C? d(y*+C
y = i\/(y )P L odnosno =+ W+ ) = 2d.
Y V2 +C)2+1-C?

Opsti integral poslednje jednacine:
ln‘y2+01+\/m‘ = 420+ O,
je istovremeno i opsti integral polazne jednacine, tj.
<ln‘y2+C’1+ \/m‘ +2:177C2) (ln‘y2+01+\/m‘ 72z702> =0.

O

Zadatak 2.15 Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine 2. reda

ny// _ 3y/2 _ 4y2'

ResSenje. Nakon smene iz prethodnog zadatka jednacina postaje
2uzz — 32% = 442,
gde je pametno uvesti smenu ¢t = 22, jer je onda
yt' — 3t =4y, t — gt =4y, t=1t(y),

Sto predstavlja Bernulijevu diferencijalnu jednac¢inu. Opste resenje ove jednacine je

t=Cry® — 4y, odnosno 1y = 4+/Ciy3 — 432,

odakle sledi

d VCiy —4
/7];:%_'_027 :I:arctaniz:r—i—Cg.
VCry? — 4y? 2
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odnosno A =2, B=0, C = -3, D =0. Imamo
z=2zp+ 2, =C1 sin 2z + C5 cos 2z + 22> — 3z
i konacno

1 1 1 3
Y= /zdm = —501 cos 22 + §Cgsin2x+ 5:104 - §$2 + Cs.

Zadatak 2.56 Yy — by’ + 8y — 4y = %7

Resenje. Karakteristicna jednac¢ina odgovarajué¢e homogene jednacine
t* — 5t +8t—4=0

ima korene t1 9 = 2, t3 = 1. Ovim korenima odgovara fundamentalni sistem reSenja
e?® xe?®. e®. Opéte resenje odgovarajuée homogene jednacine je

yn = Cre® + (Cy + Czx)e?”.

Posto je broj 2 koren karakteristi¢ne jednacine reda dva, partikularno resenje
zadate jednacine trazimo u obliku

Prema tome, opste resenje zadate jednacine glasi

1
y = C1e” + (Cy + Czz)e*™ + 3 z2e?®,

O
Zadatak 2.57 v+ +y +y =2 +sin’(x).
ResSenje. Karakteristicna jednacina odgovarajué¢e homogene jednacine
B+ +t+1=0
ima korene t; 5 = +i, t3 = —1. Ovim korenima odgovara fundamentalni sistem

reSenja e~ % cosz, sinxz. Opste res enje odgovarajuée homogene jednac ine je

yn = Cre” ¥ 4+ Cy cos(z) + Cs sin(z).
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dobi¢emo

1
Y= 71—0(19;% + 62 + Tz),
1
2= = (46 + i + Ta). (3.28)
Ako uvrstimo y i z iz (3.28) u (3.27), dobiéemo
T+i+a+x=0.

Karakteristi¢na jednac¢ina jednacine (3.29) t3 + 2+t + 1 = 0 ima korene t; =
—1, t2,3 = £i. Stoga je je njeno opSte reSenje:

z = Cre t + Cycost + Cssint. (3.29)
Iz (3.29), diferenciranjem po ¢, dobijamo
& =—Cre” " — Cysint + Cs cost, &= Cre ' —Cycost — Cssint, (3.30)

a zamenom (3.29) i (3.30) u (3.28)

y=—2C1e "+ w cost + w sint,
3C,+C 3C; - C
z=201e" + % cost+ =2 —2gint. (3.31)
Opste resenje zadatog sistema je dato sa (3.29) i (3.31). O

Zadatak 3.10 Odrediti ono partikularno resenje sistema diferencijalnih jednacina
T =3z -y +z
Yy =-x +5y -z
z ==z -y +3z

koje ispunjava uslove z(0) = —2, y(0) = 2, z(0) = 0.

Resenje. Diferenciranjem prve jednac¢ine datog sistema dobijamo
T=3r—9y+ =z
Ako u prethodni izraz uvrstimo &, 9, 2
=11z -9y + 7z,
diferenciranje pretdodnog izraza daje
T =112 -9y + 72,
odakle je (nakon uvrshtavanja vrednosti &, ¢, Z iz datog sistema)

W = 49z — 63y + 41z,
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