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CETVRTA GLAVA

RAD I ENERGIJA U MEHANICI. ZAKON ODRZANJA
ENERGIJE

1. RAD U MEHANICI

Ako dejstvo neke sile F uti¢e na pomeranje, tj. na kretanje datog tela, usled postojanja komponente
sile duz pravca kretanja, kaZemo da ta sila vrsi rad tokom pomenutog kretanja. Zavisno od toga da li data sila:
1) uzrokuje i podstice kretanje tela (ima komponentu ciji je smer paralelan smeru pomeranja tela), ili 2)

ometa postojece kretanje tela (ima komponentu (iji je smer suprotan od smera pomeranja tela) — rad date
sile moZe imati pozitivnu ili negativnu vrednost.

1.1. Rad konstantne i promenljive sile

%:Z’ Primer 1 - Sluéaj pravolinijskog kretanja tela pod dejstvom konstantne sile ( F = const ).

U slucaju pravolinijskog kretanja tela pod dejstvom sile koja je konstantna kao vektor
(intenzitet, pravac i smer sile su konstantni), u¢inak sile, tj. rad koji sila izvrsi, odreduje

se skalarnim proizvodom vektora sile ( F ) i vektora pomeraja tela:

A=F-AF =F Ar cos(L(F,AF)):F Ar cos@ €8]

gde je 0 ugao izmedu pravca vektora sile i pravca vektora pomeraja (slika 1).

Navedeni slucaj (15' =const ) podrazumeva da se telo krece pravolinijski u jednom smeru, pa vazi: |AI7| =s,

gde je s - put koji telo prede tokom dejstva sile F =const . Zato je u jednom delu udzbenicke literature
(narocito u literaturi za tehnicke fakultete) prihva¢eno da se vektor pomeraja u tom slucaju moZe oznaciti i
kao § , pa se onda za rad moze pisati i:

A:ﬁ-EzFscos(é(ﬁ,i‘)):FscosH:Fss_ 2)

Veli¢ina F; je projekcija vektora sile F na pravac vektora pomeraja, pa vazi: Fg =F cos@.

Rad je skalarna veli¢ina. Merna jedinica za rad je: dzul (J), pri ¢emu vazi: J= Nm. DZul je jednak radu
sile od 1 N na putu od 1m.

S obzirom na to da je intenzitet sile uvek pozitivna velic¢ina, kao i predeni put (vazi: ‘ﬁ‘ =F>01

|§| =5>0), vrednost kosinusa ugla izmedu pravaca vektora F ivektora § odreduje da li ¢e rad date sile

imati nultu, pozitivnu ili negativnu vrednost. Vazi sledece:

—> A>0 (motornirad) za 0<60 <™/, jerje: cos@>0

X

—> A=0 (silanevrSirad) za 0=r/2, jer je: cos@=0 (npr.radsile N jeuvek Ay =0).

L, A<0 (otpornirad) za %< 0 < m, jer je: cos@ <0 (npr.rad sile trenja je negativan).
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Posmatrajmo primer prikazan na slici 1, gde sila F

uzrokuje kretanje tela. Ako se vektor F razlozi na:

—

komponentu F; duZ pravca vektora pomeraja i

komponentu F, normalnu na pravac pomeraja, onda

F,

N

predstavlja aktivnu komponentu sile ﬁ', jer se u

stvari pod njenim dejstvom telo krece. Projekcija F; u

—

Slika 1 - Sila F je aktivna komponenta sile F, koja  navedenom primeru sa slike 1 ima pozitivnu vrednost

vréi rad na putu S, uzrokujuéi pomeraj AF =5 . iradsile F je pozitivan.

Ukoliko bi se pri kretanju tela posmatralo i dejstvo sile trenja na dato telo (rec je o sili trenja pri klizanju),
onda bi se rad sile trenja mogao predstaviti kao:

A, =F,-5=F, scosg=—F, s=F,s. 3)

Projekcija vektora sile trenja na pravac vektora pomeraja ima negativnu vrednost ( F,, =F, cosz=-F,. <0).

Rad sile trenja je negativan, jer se sila trenja suprotstavlja uspostavljenom kretanju.
Ukoliko u gornjem slucaju pravolinijskog jednosmernog kretanja tela koje prelazi put s, na telo deluje

n

vi$e konstantnih sila (npr. n sila), onda za rezultujucu spoljasnju silu koja deluje na telo vaZi: ]E'fe; = Z]E'iex i
i1

F* = const . Ako rad sile ﬁiex obelezimo sa A7, ondaje: A™ =F -5, pasledi:

rez
n n n
4 <5< SR 5= Y (s |- A @
i=1 i=1 i=1
Ovde je u drugom koraku iskori$c¢eno pravilo distributivnosti za skalarni proizvod. Dakle, moZe se reci:

Rad je aditivna veli¢ina. Rad rezultantne sile je jednak algebarskom zbiru radova
pojedinacnih sila.

%:i’ Primer 2 - Slucaj krivolinijskog kretanja tela pod dejstvom promenljive sile (I:“ # const ).
Pojam elementarnog rada

Posmatra¢emo slucaj kada se kretanje tela moze aproksimirati modelom kretanja materijalne tacke,
po krivolinijskoj putanji, pod dejstvom sile koja se tokom kretanja menja npr. i po intenzitetu i po pravcu.
Posto tada pri kretanju tela od proizvoljnog polozaja 1 do polozaja
2 vektor sile nije konstantan, a ni ugao koji sila zaklapa sa
vektorom pomeraja nije konstantan, za prorac¢un ukupnog rada (od
1 do 2) ne moZemo Koristiti izraz (1), tj. izraz (2). Medutim, ako
bismo datu krivolinijsku putanju (npr. kao na slici 2) izdelili na
beskona¢no mnogo infinitezimalno malih delova, onda bi telo
tokom kretanja po proizvoljno uocenom infinitezimalno malom
deli¢u putanje izvrsilo elementarni pomeraj dr, pri ¢emu bi bilo
ispunjeno sledece:

e infinitezimalno mali deli¢i putanje se mogu smatrati
Slika 2 — Vektor sile F, na deliéu priblizno pravolinijskim, pa je intenzitet elementarnog

putanje  duz kojeg telo izvrSi pomeraja dr jednak predenom elementarnom putu ds, tj.
elementarni pomeraj, moZe se smatrati
konstantnim. Elementarni pomeraj je
brojno jednak elementarnom predenom
putu.

vazi: [|d?|=d5 ); stoga se u tehnickoj literaturi za vektor

elementarnog pomeraja ¢esto Koristiti i oznaka ds ;
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e sila koja deluje na telo duz infinitezimalno malog deli¢a putanje ne stiZze da se promeni i ostaje

konstantna kao vektor, tj. vazi da je F =const na putu ds . Zato se za elementarni rad, koji izvrsi ta sila

F pri elementarnom pomeraju tela dr = ds , moZe koristiti izraz oblika (1) ili (2), pri ¢emu u tom
izrazu umesto konacnog vektora pomeraja figuriSe elementarni pomeraj, a umesto ukupnog rada sile
na proizvoljno velikom putu - figuriSe elementarni rad, koji se moze izraziti kao?:

dA=F.dF =Fdr cos(é(ﬁ,df)), (5)

odnosno kao:

dA=F-d5=F ds cos(é(ﬁ,d§))=FS ds| 6)

gde je F; intenzitet komponente sile u pravcu elementarnog pomeraja. Posto je rad aditivna veli¢ina, ukupni

rad promenljive sile F pri pomeranju tela na putu od polozaja 1 do poloZaja 2 se dobija sabiranjem svih
elementarnih radova, a ta suma beskonacno velikog broja infinitezimalno malih ¢lanova se svodi na integral.
Dakle, vazi sledece:

Ukupni rad sile F na putu od poloZaja 1 do poloZaja 2 se moZe izraziti kao:

A:TdA:jlﬁ-dﬁzj.Fds cos(é(ﬁ,dE)):stds i (7N
1 1 0 0

1.2. Graficki prikaz rada

Na slici 3 je dat graficki prikaz zavisnosti intenziteta
komponente sile u pravcu elementarnog pomeraja ( Fy) od poloZajana  F

putu, za slucaj promenljive sile. Posto po definiciji elementarnog rada
(na infinitezimalno malom deli¢u puta ds) vazi: dA=F -ds = F.ds, onda

je taj elementarni rad brojno jednak povrSini tamno osencenog

pravougaonika visine F; i infinitezimalno male Sirine ds. Sabiranjem

povrsina svih analognih elementarnih pravougaonika na putu s, od

« " . . . _— 1 e 2 S
tatke 1 do tatcke 2 na slici (tj. integraljenjem: B ds -
A s s N
A= .[dA - IF s = JFSdS) dobija se ukupan rad na putu s i taj rad je Slika 3 — Graficki prikaz elementarnog
0 0 0 i ukupnog rada sile.

brojno jednak celokupnoj svetlo osencenoj povrSini ispod krive
zavisnosti F = f(s)

1.3. Razliciti ekvivalentni izrazi za elementarni i ukupni rad:

Ako se u izraz koji defini$e elementarni rad rezultujuce spolja$nje sile: dA®™ =F.., -ds , uvrsti izraz za

silu prema osnovnom zakonu dinamike (II Njutnovom zakonu): F& = dp/dt , dobija se:
dr

& &5 .
dA™ =F% .ds="2.ds=dp-—=dp-—=dp-0=0-d
rez dt p dt p dt p D (8)

1 Ovde bi bilo pravilnije koristiti oznaku J4 umesto dA, jer veli¢ina F-ds nije uvek totalni diferencijal, ve¢ samo u slucaju rada tzv.
konzervativnih sila. Ipak, radi jednostavnosti, u ovom kursu Kkoristi¢e se samo oznaka dA.
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Sledi da se ukupni rad spoljasnje sile na dato telo, na putu od polozaja 1 do poloZaja 2, moze izraziti i kao:

2 2 2
AeX:IdAeX:IFri’;-dE:Iﬁ-dﬁ, 9)
1 1 1
tj. kao:
A s p;
A% = I d ex:_[ﬁr‘ij;-dE:J.D-dﬁ, (10)
0 P

gde je U brzina tela. Rad zavisi od izbora koordinatnog sistema u odnosu na koji se posmatra kretanje tela.

Napomena: Treba imati u vidu da sila vrSi mehanicki rad i u sluc¢aju kada pod njenim dejstvom telo (ili deo
tela) menja oblik. Pri tome, d4 = F-ds=0- dp predstavlja elementarni rad koji se izvrsi pri pomeranju nekog

deli¢a tela, a ukupan rad se dobija integracijom po svim deli¢ima tela (razli¢iti deli¢i mogu imati razlicito
elementarno pomeranje, a i sila koja vrsi pomeranje datog deli¢a se moze razlikovati od deli¢a do deli¢a).

1.4. Neki primeri proracuna rada

3t Rad gravitacione sile

N
Primer 1: + _
Rad gravitacione sile pri horizontalnom pomeranju tela mase m, ﬁtr |——| Foue
iz poloZzaja 1 u polozaj 2 (slika 4), je jednak nuli. Vazi: < |
2 2 s=h . 1 ma 2
Ag=IFg~d§=J.mg~d§= I mgcosEds=0. g
1 1 0 Slika 4 — Prikaz uz razmatranje rada sile
gravitacije pri horizontalnom pomeranju
tela.
Primer 2:
L o . . s 2,
a) Rad gravitacione sile pri pomeranju tela mase m vertikalno navise, iz D NP L LR L L L
poloZaja 1 u poloZaj 2, je negativan i iznosi?: —mgh. Vazi:
h S .
2 2 s=h s=h s=h a) ds: T
A =IFg -d§=J.m§-d§= J. mgcoszds =— J. mgds =-mg j ds=—-mgh<0
1 1 0 0 0 | b) ds :
b) Rad gravitacione sile pri vertikalnom spustanju tela mase m iz i mg
poloza]aVZIIu polozaj 1 (npr. pri slobodnom padu) je pozitivan i iznosi: Slika 5 — Prikaz uz
mgh. Vazi: razmatranje  rada  sile
s=h s=h s=h gravitacije pri vertikalnom

pomeranju tela.

T mgcos0ds = T mgds=mg .:[ ds=mgh>0.

Agziﬁg-d§=}m§~d§:
2 2 0 0 0

2 Razmatrani primer se odnosi i na slu¢aj kada se telo krece vertikalno navise usled dejstva neke vuéne sile i na slu¢aj kada je telo baceno
vertikalno naviSe nekom pocetnom brzinom.
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Primer 3:
- 2 a) Rad gravitacione sile pri kretanju tela mase m uz strmu ravan,
a) ds:_» N F iz poloZaja 1 u poloZaj 2 (telo se podiZe usled dejstva neke vu¢ne
b) d5 : »~ m / sile F ) je negativan i iznosi: —mgh. VaZi:
n h
2 2 s .
1 Ag:J.Fg-dE:Img-d§:Imgcos[5+9)ds:
1 1 0

Slika 6 — Prikaz uz razmatranje rada sile
gravitacije pri kretanju tela duZ strme
ravni. 0 0

N N
—j mgsinéfds =—-mgsin 6’J.ds =-—mgsinfs=-mgh<0

b) Rad gravitacione sile pri spustanju tela mase m niz strmu ravan, iz polozaja 2 u polozaj 1 je pozitivan i
iznosi: mgh.

1 1 s s s
Ag :J.Fg -d§:jmg-dé’:.l.mgcos(g—Bjds:Imgsinﬁds:mgsinej.ds:mgsinﬁs:mgh >0.
2 2 0 0 0

Iz primera 2 i 3 sledi da:
e ukoliko je doslo do podizanja tela na polozaj koji je od pocetnog polozaja visi za neko h, onda je rad
gravitacione sile negativan i iznosi Ay =-mgh<0, nezavisno od konkretne putanje tela.
e ukoliko je doSlo do spuStanja tela na polozaj koji je od pocetnog poloZzaja niZi za neko h, onda je rad
gravitacione sile pozitivan i iznosi A, =mgh>0, nezavisno od konkretne putanje tela.

%:X’ Rad sile reakcije podloge

Bez obzira na to da li je nagib podloge u odnosu na horizontalni pravac jednak nuli (sl. 4) ili ne (sl. 6), uvek
vazi:

2
Ay :IIV~d§:descos(N,dE):descos%:O.
1 0 0

3t Rad sile trenja pri klizanju
Smer sile trenja je uvek suprotan od smera kretanja tela u odnosu na posmatranu povrsinu (duz koje postoji
trenje). Sledi da za proizvoljan slucaj kretanja tela (npr. kretanje prikazano na slici 4 i na slici 6) vazi:
2 s s s s
Ay :Iﬁtr -ds :thr ds cos(ﬁtr,dE):thr ds cos;r:—IFtr ds :—IyNds <0.
1 0 0 0 0

3t Rad sile elasti¢nosti

Sila elasticnosti3 je suprotno usmerena od smera porasta elasticne deformacije (npr. smera istezanja, ili
smera sabijanja tela, izazvanog spoljasnjom silom), tj. ona tezi da smanji nastalu deformaciju, a intenzitet joj
je proporcionalan deformaciji (videti str. 75). Na primer, pri istezanju opruge u smeru x ose, za neku vrednost
X, moZe se pisati: Fe =—kxi, gde je k - krutost opruge. Rad sile elasti¢nosti pri ukupnom istezanju za neko Al

duz x ose (pri ¢emu se nefiksirani kraj opruge pomeri od polozaja 1 do poloZzaja 2) moZe da se predstavi kao:
2 - 2 - Al - Al Al (AI)Z
Ape = [ Fy-ds =[x -ds =~ [ Jexi-di =~ [ Jordxcos0 =—k [ xdx=—k>——.
1 1 0 0 0

Pri povecanju elasti¢ne deformacije, rad sile elasti¢nosti je negativan.

3 0 sili elasti¢nosti, kao i o elasti¢nim deformacijama tela uopste, ¢e biti vise re¢i u jednoj od sledeéih glava.
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2. SNAGA

Snaga je fizicka veli¢ina koja ukazuje na efekat vrsenja rada. Moze se redi:

Srednja snaga je brojno jednaka radu koji se izvrsi u jedinici vremena:

A
P, == |
sr At

Snaga je, kao i rad, skalarna veli¢ina. Merna jedinica za snagu je: vat (W=]/s).

(11)

Ukoliko se srednja snaga posmatra u beskona¢no malom vremenskom intervalu, onda se ona svodi na
trenutnu snagu. MozZe se reci:
Trenutna snaga je brojno jednaka brzini vrsenja rada od strane sile*:

A F- - -
dt dt dt dt
Rad se moze predstaviti i preko obrasca:
&
A= JP dt| (13)
&

3. KONZERVATIVNE I NEKONZERVATIVNE SILE

@ Konzervativne sile

Sila je konzervativna ako ispunjava svako od sledecih tvrdenja:

1. Sila F , koja deluje na telo, zavisi samo od poloZaja tela. Za dati poloZaj tela ta sila se ne menja u
vremenu (tzv. stacionarna sila). Ova sila ne zavisi od brzine tela.

2. Vektor sile F se moZe izraziti u obliku: a .2
- OEp . OEp- OEp - - o E
F=- Lt > Jj+=, k :—gradEp:—VEp,gde]e v b

1

skalarna velic¢ina koja zavisi samo od poloZaja tela®;

3. Rad sile ne zavisi od oblika putanje koju telo opise, veé ] ]
5 . . .. a b Slika 7 — Iako se putanje tela od
samo od pocetnog i krajnjeg poloZaja tela ( A{, = A{,). Iz toga  polozaja 1 do poloaja 2 razlikuju,
. .. a b a b . rad konzervativne sile ¢e pri tom
proizilazi da vazi: Ayy; = A1y + Ay =Aj; —A;; =0, pajeradte |retanju biti isti, usled dega je rad te
. . . . - sile na zatvorenoj putanji jednak nuli.
sile po zatvorenoj putanji jednak nuli: A,,, = §F -ds=0;

Jedan od primera konzervativnih sila su centralne sile. Centralne sile deluju duz radijalnih
pravaca koji se seku u jednoj nepokretnoj tacki u prostoru. Ta tacka se naziva centar sile. Centralna sila moze
imati smer ka centru sile, ili od njega. Intenzitet centralne sile zavisi samo od rastojanja napadne tacke sile od
izvora sile, pa vaZi: F = F(r)~FO, gde je r rastojanje napadne tacke sile od izvora sile, a r;, je jedini¢ni vektor u

radijalnom pravcu. Na slici 8 je Sematski prikazano polje privlacne centralne sile (leva sl.) i polje odbojne

4 MoZe se po¢iiod izraza dA = § -dp , odakle sledi: P=dA /dt =0-dp /dt=0-F=F -5

5 Konzervativna sila je jednaka negativnom gradijentu skalarne veli¢ine E,=f(x,y,2) , tj. negativnom izvodu veli¢ine E, po vektoru poloZzaja.
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centralne sile (desna sl.). U centralne sile spada npr.: 1) gravitaciona sila i 2) Kulonova sila elektrostaticke
interakcije, koja se javlja izmedu dva tackasta naelektrisanja.

13 l F 13 “F ﬁ
\ /F “ \ Vo
‘4\f<' F }; A A ~F
/ 0 \ﬂ / A \ﬂ
t F F | F
F 'F

Slika 8 — Primeri vektora centralnih sila, usmerenih ka centru (a) i od centra(b) u kojem se seku pravci tih sila.

@ Nekonzervativne sile

Sile ¢iji rad zavisi od puta na kojem one deluju su nekonzervativne sile. Primer za
nekonzervativne sile su tzv. disipativne sile. Te sile imaju isti pravac kao vektor relativne brzine tela u
odnosu na sredinu u kojoj se telo krece, ali imaju suprotan smer od smera vektora relativne brzine tela.

Intenzitet ovih sila je odreden izrazom oblika: F=—kv, gde je k - pozitivna skalarna veli¢ina koja moZze biti
funkcija brzine tela i moZe zavisiti od svojstava sredine kroz koju se telo krece. Primer disipativnih sila su sile
trenja (ukljucujudi i silu otpora sredine).

® Polje sila

Ako na cesticu u svakoj tacki posmatranog prostora deluje neka odredena sila (u smislu jednog tipa
sile, kao Sto je npr. sila Zemljine teze), onda skup vektora te sile u svakoj tacki posmatranog prostora nazivamo
poljem te sile i kaZzemo da se telo nalazi u polju date sile. Fizicko polje je realni geometrijski prostor u kojem se
odvijaju fizicki procesi. U opstem slucaju, vektorsko polje neke sile moZze zavisiti i od prostornih koordinata i
od vremena. Polje onih sila koje se ne menjaju sa viemenom (stacionarnih sila) je stacionarno polje.

Polje konzervativne sile se zove potencijalno polje.

4. MEHANICKA ENERGIJA TELA

Energija je skalarna fizicka veliCina, koja se moZe smatrati kvantitativnom karakteristikom stanja
materije u datim uslovima. U fizici se izucavaju razli¢ite forme kretanja materije, pa se za njih uvode i
odgovarajuce vrste energije: mehanicka, toplotna, hemijska, elektri¢na i dr. Sve ove vrste energija se u sustini
mogu svesti na tri osnovna tipa: gravitacionu, elektromagnetsku i nuklearnu energiju.

Ako se telo nalazi u nekom potencijalnom polju i/ili ako ima nenultu brzinu (u datom koordinatnom
sistemu), onda to telo, zahvaljuju¢i svom poloZaju u datom potencijalnom polju i/ili zahvaljujuci brzini koju
ima, raspolaze nekom energijom koju nazivamo »mehanicka energija« tela.

Na racun energije koju ima, telo moze izvrsiti rad delujuci silom na druga tela, pa se moze reci:

Energija je mera sposobnosti tela da izvrsi rad.

Pri tome vazi:

Mehanicka energija je mera sposobnosti tela da izvrsi rad usled toga sto to telo ima

odredeni poloZaj u nekom potencijalnom polju i/ili usled toga sto ima neku brzinu.
Osnovni oblici mehanicke energije tela su: a) tzv. kineti¢ka energija tela, koja je odredena impulsom tela
(kolicinom kretanja tela) i b) potencijalna energija tela, koja je odredena poloZajem tela u polju neke
konzervativne sile. Ukupna mehanicka energija tela se moZe predstaviti kao zbir kineticke i potencijalne
energije tela. Takode, ukupna mehanic¢ka energija sistema tela je jednaka zbiru kinetickih i potencijalnih
energija svih tela u sistemu.
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Sa druge strane vazi:

Rad, koji neka spoljasnja sila izvrsi pri pomeranju tela ili sistema tela, dovodi do promene
bar nekog od oblika energije tela (sistema). Rad je po apsolutnoj vrednosti uvek jednak
promeni nekog oblika energije tela (sistema).

Onda je logicno da se energija i rad izrazavaju istom mernom jedinicom. Medutim, iako su
dimenziono jednaki, energija i rad se kvalitativno razlikuju. Mozemo re¢i da telo ima neku energiju, ali ne
mozemo reci da to telo ima neki iznos rada. Dok energija karakterise stanje tela, rad karakterise proces
prelaska tela iz jednog u drugo stanje. Dakle, rad karakteriSe proces u kojem: 1) energija datog tela prelazi
iz jednog oblika u drugi, ili 2) telo razmenjuje energiju sa okolinom, odnosno sa drugim telima.

4.1. Kineticka energija tela

Kineticka energija je uslovljena kretanjem tela. MoZe se redi:

Kineticka energija je energija koju telo ima usled toga Sto poseduje neku brzinu, odnosno

neki impuls.

Vaziisledece:

Kineti¢ka energija je mera sposobnosti tela da izvrsi rad zahvaljujuéi svom kretanju.

Na primer, ukoliko razmatramo samo horizontalne vodene tokove i horizontalna strujanja vazdusnih
masa, onda moZemo reéi da oni pri delovanju na neka druga tela vrse rad zahvaljujuci svom impulsu, odnosno
zahvaljujuci svojoj kinetickoj energiji (voda pomera kamenje sa dna reke, okrece toc¢ak vodenice, ili zakrece
lopatice turbine, vetar okrece krake vetrenjace i pomera jedrilicu delujuéi na njena jedra, itd.).

Sa druge strane, u okviru II Njutnovog zakona se istice da se dejstvo rezultujuce spoljasnje sile [Ffe’;)

na telo mase m manifestuje u promeni brzine tela. Rad koji pri tome vrsi ta sila se ulaze u promenu brzine
tela, a mera tog uloZenog rada je promena kineticke energije tela. Matematicki izraz za kineticku energiju se
upravo dobija iz izraza za elementarni rad rezultujuce spoljasnje sile pod ¢ijim se dejstvom telo krece nekom

brzinom. Naime, iz jednacine (8) sledi da je matematicki izraz za elementarni rad sile F°, :

dA* =0-dp (14)

i on se u slu¢aju kada je masa tela konstantna svodi na®:

dAeX:D-d(mﬁ):mD-dD:m%d(ﬁz):m%d(uz):d(muz/2) = |da” =d(mo*f2)| (5

Posto elementarni rad mora biti jednak elementarnoj promeni nekog oblika energije, onda veli¢ina koja je
prikazana u zagradi (u poslednjem obrascu) predstavlja neki oblik energije koji zavisi od brzine tela. To
je zapravo kineticka energija tela. VaZi:

dA® =dE), i |E,=mo* /2] (16)

Matematicki izraz za kineticku energiju tela ukazuje da ona zavisi od brzine tela i od inercijalnih svojstava
tela. Merna jedinica je: J= N-m=kgm?/s2. PoSto vrednost brzine tela zavisi od izbora referentnog
koordinatnog sistema, onda i vrednost kineticke energije tela zavisi od toga.

Opstiji izraz za kineticku energiju se dobija kada se ona izrazi preko impulsa tela. Vazi:

p=mv = p*=m?* = Ey =p® /2m| (17)

2 2
Integraljenjem izraza dA®* :d(muz/z), na putu od polozaja 1 do polozaja 2, dobija se: jd ex =jdEk,
1 1

odnosno:

o Vati: d(5?)=d(6-0)=dD -0 +6-di=0-db+5-di =25 -di . Sledi: 5-di=d(5?)/2.

Takode vazi: 52 =0-0=0-0-cos0 =v?, pa sledi: d({jz)z d(uz) .
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2 2

A% _F _F _mu, mu;
12 = Hk2 k1 —

2 2

—AE, = |A=4E| (18)

Rad rezultujuce spoljasnje sile koja deluje na neko telo je jednak promeni kineticke energije
tog tela.

Posmatrajmo slucaj kada je: E,; =0 i E}, =mv* /2. Tadaje:

AE, =E,,-0=4, = E,=4. (19)
ZakljuCujemo da se moZe reci:
Kineticka energija tela je brojno jednaka radu koji izvrsi rezultujuca spoljasnja sila da bi
to telo ubrzala na nekom putu, tako da iz stanja mirovanja prede u stanje sa brzinom v.

Ako je rad rezultujuée sile koja deluje na telo jednak nuli, usled toga Sto je pravac te sile
sve vreme normalan na pravac brzine tela (tj. na pravac elementarnog pomeraja tela), ili

usled toga sSto je ﬁreexz =0 (slucaj izolovanog tela), onda vaZzi:

A"=0 = JE, =0 = E, =const |, (20)

Dakle, kineticka energija izolovanog tela ostaje konstantna.
Ako je A®* #0, a kineti¢ka energija tela se smanjuje, to znaci da je A®* <0, pa se kaZe da u tom

slucaju telo vrsi rad nad okolnim telima, smanjuju¢i usled toga svoju kineticku energiju.

4.2. Potencijalna energija tela

Ispostavlja se da telo moze imati mehanicku energiju i kada mu je brzina jednaka nuli, ukoliko se
nalazi u polju konzervativne sile. Tada se mehanicka energija tog tela svodi na tzv. potencijalnu energiju.

Potencijalna energija je energija koju telo ima usled toga Sto se nalazi na nekom
odredenom poloZaju u polju konzervativne sile’.

Re¢ je zapravo o poloZaju tog tela u odnosu na polozaj drugog tela sa kojim ono interaguje u pomenutom polju.
Prema datoj definiciji, potencijalna energija zavisi samo od poloZaja tela u potencijalnom polju i
predstavlja neku funkciju prostornih koordinata, pa je mozemo obeleziti kao: E, (F), tj. kao E, (x,y,z) .

Na primer, ako se telo mase m nalazi u stanju mirovanja na nekoj visini h iznad Zemlje (u
gravitacionom polju Zemlje, gde postoji gravitaciona sila izmedu tela i Zemlje), onda to telo ima energiju koja
se svodi samo na gravitacionu potencijalnu energiju, definisanu u odnosu na neki referentni (nulti) nivo. Na
racun smanjenja te potencijalne energije (pri spustanju tela u gravitacionom polju), telo moze izvrsiti rad nad
nekim drugim telima. Ako pri pri kretanju vodenih tokova i vazdusnih masa, dolazi i do njihove visinske
promene (u polju gravitacione sile Zemlje), onda oni pri delovanju na neka druga tela (npr. na lopatice
vodenice, hidrauli¢ne turbine ili vetrenjace) vrSe rad, ne samo zahvaljujuci svojoj kinetickoj energiji, ve¢ i
svojoj potencijalnoj energiji.

Takode, opruga koja je elasticno deformisana pod uticajem nekog drugog tela ima potencijalnu
energiju, jer tada postoji polje dejstva elasticne sile. Tada opruga deluje na to telo silom elasti¢nosti (kao
konzervativnom silom) i obrnuto — telo deluje na oprugu silom istog intenziteta i pravca, a suprotnog smera.
Pri tome, elasti¢no deformisana opruga raspolaZe nekim iznosom potencijalne energije zbog svog polozaja u
odnosu na poloZaj nedeformisane opruge. Zahvaljujuci tome, elasti¢no deformisana opruga moze izvrsiti neki
rad nad telom koje je zakaceno za nju (npr. ako sabijenu oprugu pustimo, ona ¢e teziti da se vrati u ravnotezni
polozaj i pri tome ¢e gurati telo koje je zakaCeno za nju). Takode, zategnuti luk, usled deformacije istezanja,
deluje na strelu i vrsi rad pomerajuci je. Zato se moZe reci sledece:

7 Kada govorimo o potencijalnoj energiji kao obliku mehanicke energije, najée$¢e mislimo na potencijalnu energiju tela u gravitacionom
polju, ili npr. na potencijalnu energiju u polju dejstva sile elasti¢nosti. Sa druge strane, moZe se govoriti i o potencijalnoj energiji u polju
dejstva Kulonove elektrostaticke sile (jer i ona spada u konzervativne sile), itd.
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Potencijalna energija je mera sposobnosti tela da izvrsi rad zahvaljujuéi svom poloZaju u
polju konzervativne sile.

Za razliku od kineticke energije tela, za koju postoji jasan matematicki izraz, koji je povezuje sa
masom tela i kvadratom brzine tela, za potencijalnu energiju nema opSteg izraza, ve¢ konkretni oblik izraza
za potencijalnu energiju zavisi od:

a) tipa konzervativnih sila koje deluju (npr. gravitaciona sila, sila elasti¢nosti, ili Kulonova sila, itd.)
b) izbora nultog (referentnog) nivoa potencijalne energije.

Povodom konstatacije pod b), moze se reci da potencijalna energija nije jednoznacno odredena, ve¢
je odredena do neke proizvoljne konstante. Ta konstanta zavisi od izbora referentnog nivoa koji se uzima kao
nivo na kojem je potencijalna energija jednaka nuli. Medutim, ono $to je suStinski bitno pri resavanju
problema u oblasti dinamike je da promena potencijalne energije tela, pri premestanju tela iz datog pocCetnog
u dati konacni poloZaj u polju dejstva posmatrane konzervativne sile, ne zavisi od izbora referentnog nivoa.

Izraz za potencijalnu energiju se dobija pri razmatranju elementarnog rada konzervativne sile pri
pomeranju nekog tela. Naime, receno je da potencijalna energija zavisi samo od polozaja tela u polju date
konzervativne sile. Sa druge strane, rad konzervativnih sila zavisi samo od pocetnog i krajnjeg polozaja tela i
moze se predstaviti kao negativna promena neke skalarne fizicke veliCine koja zavisi od polozaja tog tela u
polju date konzervativne sile. Sledi da ta veli¢ina mora biti potencijalna energija tela. Vazi:

r Ey,
A :]'dA“’X = [Fo,-dr =— [ dE, =—(E,,—E,,)=—4E, | (21)
1

konz konz konz 14

n Epl

MozZe se reci da se pozitivan rad konzervativne sile vrsi na racun smanjenja potencijalne energije tela, E, (r),

pri pomeranju tela od poloZaja definisanog sa r; do poloZaja definisanog sa r,, u polju neke konzervativne

sile. Dakle vazi:

dAEX :_dE 1 AEX :_AE i (22)

konz p konz p

Rad spoljasnjih konzervativnih sila je jednak negativnoj promeni potencijalne energije tela.

Posmatrajmo slucaj kada je Ep1 =0.Tadaje:

(23)

konz konz *

~AE, = —(Ep2 - 0) =—E,=A%, = E,=—A"

Potencijalna energija tela u nekom poloZaju u polju konzervativne sile je jednaka
negativnoj vrednosti rada koji izvrsi ta konzervativna sila pri premestanju datog tela iz
poloZaja nulte potencijalne energije do tog uocenog polozZaja.

Sa druge strane, da smo da nulti (referentni) nivo potencijalne energije postavili u konac¢ni poloZzaj tela
NP _ sover L _ (n_ _ _oAex _pex ;.
(polozaj 2): E , =0, onda bi vaZilo: AE = (0 E, ) =E, =4 = Ep1 =A Sledi:

konz konz *

Potencijalna energija tela u nekom poloZaju u polju konzervativne sile je jednaka radu
koji izvrsi ta konzervativna sila pri premestanju datog tela iz pomenutog poloZaja do
poloZaja nulte potencijalne energije.

U primerima koji su dati u daljem tekstu, prikazano je izvodenje izraza za potencijalnu energiju
tela u polju gravitacione sile (za dva razliito izabrana referentna nivoa nulte potencijalne energije),
kao i izvodenje izraza za potencijalnu energiju elasticno deformisane opruge.

4.2.1. Primeri proracuna potencijalne energije tela

@ Potencijalna energija tela u gravitacionom polju

U daljem tekstu ¢e za telo mase m, koje se nalazi u gravitacionom polju Zemlje, na visini h iznad
povrsine Zemlje, biti izvedeni izrazi za potencijalnu energiju u slucaju kada je referentni (nulti) nivo za E,

postavljen: a) u beskonacnosti i b) na povrsini Zemlje. Telo se razmatra u modelu materijalne tacke.
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a) Referentni nivo za gravitacionu potencijalnu energiju je u
beskonacnosti

Telo mase m se nalazi u tacki A u gravitacionom polju Zemlje, na
rastojanju r od centra Zemlje. (sl. 9). Ort vektora poloZaja tela u odnosu na
centar Zemlje (ort vektora r) je ort ry. Logi¢no je pretpostaviti da je

gravitaciona potencijalna energija jednaka nuli onda kada je gravitaciona sila
izmedu Zemlje i tela jednaka nuli, a to znac¢i onda kada su tela na
beskona¢noj medusobnoj udaljenosti. Zato ¢emo najpre razmotriti opciju
kada je referentni (nulti) nivo za E p stavljen u beskonacnost.

) . Po Njutnovom zakonu opste gravitacije, Zemlja mase M, privlaci telo mase m
Slika 9 — llustracija uz

jednatine (25) - (35). gravitacionom silom ﬁg (slika 9), koja se mozZe predstaviti kao:
= M,m _
Fg=-y 2 - (24)

Ta gravitaciona sila pri elementarnom pomeraju dr tela mase m (duZ pravca i smera vektora r, kao na sl. 9)
izvrsi elementarni rad:

dA =F -dF:—;/MZZmFO-dF:—;/MZZmdr. (25)
r r

gde je: dF|fy 1 vazi Fodr = jdFlcostf],dF) = dr

Gravitaciona sila je konzervativna, a elementarni rad konzervativnih sila je jednak negativnoj vrednosti
elementarne promene potencijalne energije, pa vazi: d4,,,, =—-dE b Sledi:

dr

dEp:—dAg:yMZm r_z (26)

Pri pomeranju tela od poloZaja gde je: r=R, +h do poloZaja gde je: r — oo, potencijalna energija tela se

menja od neke vrednosti E, koju treba odrediti, do nulte vrednosti. Onda sledi:

JdEpzj}/MZmdr. (27)

Konacno se za potencijalnu energiju tela dobija:

=—7Mzm(i_lj:y : = |Ep=-7
0]

1
——

r

U ovde razmatranom slu¢aju je: r =R, +h, pa moZe da se piSe i:

M. m
E,=—y—2—|
P~ (R, +h)

(29)

Grafik zavisnosti gravitacione potencijalne Ep
energije tela od rastojanja

Iz izraza (28) sledi da je gravitaciona potencijalna
energija tela mase m, u gravitacionom polju tela M,
negativna i obrnuto proporcionalna medusobnom rastojanju Ep <0

(r) tela m i M, ako se nulti nivo za Ep izabere u
beskonacnosti. Na slici 10 je dat graficki prikaz zavisnosti Slika 10 — Zavisnost gravitacione potencijalne
gravitacione potencijalne energije jednog tela u  energije od medusobnog rastojanja tela.
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gravitacionom polju dejstva drugog tela od medusobnog rastojanja tih tela. Da smo umesto gravitacione sile
(koja je uvek privla¢na) razmatrali neku odbojnu centralnu silu izmedu dva tela na rastojanju r, onda bi
vrednost potencijalne energije bila pozitivna i u opStem slucaju bi bila obrnuto proporcionalna nekom
stepenu rastojanja r.

b) Referentni nivo za gravitacionu potencijalnu energiju je na povrsini Zemlje

Ako referentni (nulti) nivo za gravitacionu potencijalnu energiju stavimo na povrsinu Zemlje, onda se pri
pomeranju tela od poloZaja na povrsini Zemlje do poloZaja za koji vazi: r =R, +h, potencijalna energija tela
menja od nulte vrednosti do neke vrednosti E, koju treba odrediti. Pri tome vazi ranije izvedena relacija

(26), koja izrazava elementarnu promenu gravitacione potencijalne energije tela mase m pri njegovom
elementarnom pomeraju u smeru od Zemlje. Iz te relacije sledi:

E, R,+h d

r
[aE,= [ ym,m= (30)

0 R, r

R,+h 1 1 h
E,=yM,m| - — =—yM,m -—— |=yM,m 31
=7 ( rjRZ 7 [Rz+h sz 7 R, (R, +h) G

Akoje h<<R,,ondaje h/RZ << 1, pase dobija:

E,~mgh| (32)

Zakljucak na osnovu slucajeva a) i b):

Dobijeno je da se vrednost gravitacione potencijalne energije jednog istog tela u jednom istom
poloZzaju u gravitacionom polju Zemlje (na rastojanju r od centra Zemlje) razlikuje, zavisno od toga gde smo
postavili nulti (referentni) nivo za proracun Ej. Medutim, pri reSavanju problema u oblasti dinamike, uvek je
zapravo jedino bitna promena (razlika) gravitacione potencijalne energije nekog tela, a ta promena ne zavisi
od izbora referentnog nivoa.

Promena gravitacione potencijalne energije tela pri pomeranju tela iz jednog konkretnog

poloZaja u drugi je uvek ista (za data dva poloZaja), bez obzira na to gde postavimo nulti

(referentni) nivo za proracun E p tela.

Na primer, pri pomeranju tela iz poloZaja koji se nalazi na visini A (u odnosu na povrsinu Zemlje) u poloZaj na
povrsini Zemlje, dobijamo:

a) u slu¢aju da je referentni nivo za proracun E , postavljen u beskonacnosti:

M,m M, m 1 1 R,—(R,+h
AEp =Epy —Epy ==y~ —[—7 z ]=—7Mzm( __J=_7/Mzm(@j=

R,+h R, R,+h R, R, (R, +h)
(33)
:—7Mzm£_—h]:yMzmh(;]:7Mzmh ! = 7M;mh 1h
Rz(Rz+h) RZ(RZ+h) R; 1+i R, 1+—
R, R,
Sto seza h<<R, svodina: AE, ~mgh.
b) u slucaju da je referentni nivo za proracun £, postavljen na povrsini Zemlje:
AE, =E,; —Ep =mgh—-0=mgh. (34)
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Napomena: Kada se posmatra kretanje onih tela koja se nalaze u blizini povrSine Zemlje, uglavnom se za
gravitacionu potencijalnu energiju tela koristi izraz E p =mgh, koji se dobija ako se nulti nivo za proracun

E » stavi na povrsinu Zemlje. Medutim, treba primetiti da ovaj izraz vazi i ako se za nulti (referentni) nivo ne

izabere povrsina Zemlje, vec se izabere nivo na nekoj visini H iznad povrSine Zemlje, ali tako da je taj nivo
paralelan sa tangentnom ravni na povrSinu Zemlje u datoj tacki. Tada veli¢ina h u izrazu E » =mgh

predstavlja visinu na kojoj se telo nalazi, u odnosu na taj novi nivo.

@ Potencijalna energija elasti¢no deformisane opruge

Sila elasti¢nosti, koja se javlja npr. pri elasticnoj deformaciji (izduzZenju ili sabijanju) opruge, je
konzervativna sila. Zato je rad sile elasti¢nosti jednak negativnoj promeni potencijalne energije elasti¢no
deformisane opruge. PoSto elasticno deformisana opruga ima
potencijalnu energiju uzrokovanu tom deformacijom, onda i z
telo koje je zakaceno za slobodni kraj opruge takode raspolaze
(bar) takvom istom potencijalnom energijom (telo moze
raspolagati i dodatnom potencijalnom energijom koja potice od
njegovog polozaja u gravitacionom polju Zemlje).

id poloZaj nedeformisane
opruge

| .. .
Posmatrajmo slufaj tela zakacenog za horizontalnu 1 X Jelistezanje opruge

oprugu, ¢iji je drugi kraj fiksiran (slika 11). Neka se deformacija x=0 dx =~ xosa
opruge vrsi duz horizontalnog pravca, tj. duz x ose, tako da pri
istezanju opruge vazi ds=dx. Neka je nulti nivo za

Slika 11 — Sila elasti¢nosti tezi da vrati

g B : a ] oprugu u nedeformisano stanje. Pocetak x ose
potencijalnu energiju postavljen u poloZaj nedeformisane e stavljen u poloaj nedeformisane opruge,

opruge, a u taj polozaj je postavljen i pocCetak x ose. paxizraZava elasti¢nu deformaciju.
Elementarna promena potencijalne energije je jednaka
negativnoj vrednosti elementarnog rada sile elasticnosti:

dE pe =—dA, =—F, -d% =—(~kx1 )-dX =k x -dX = kxdx cos0 = kxdx . (35)
Vazi:
Epe X X sz
= [ dE,=k[xdx = E,=k[xdx = |Ep="1| (36)
0 0 0

gde je x elasti¢na deformacija opruge (istezanje ili sabijanje). Potencijalna energija elasti¢no deformisane
opruge (Epe) se zove jo$ i energija elsticne deformacije opruge, pa se obelezava i sa Eegef -

4.3. Kineticka i potencijalna energija sistema od dva ili viSe tela

Ukoliko posmatramo sistem koji se sastoji od n tela, onda je za promenu brzina (pa i kinetickih
energija) tih tela potrebno uloziti odgovaraju¢i rad za svako od tih tela. Kineticka energija sistema tela kao
line ¢e biti jednaka zbiru kinetickih ija svih tel ist tEp = , = , miuiz (kinetick ij
celine Ce biti jednaka zbiru kinetickih energija svih tela u sistemu: E; —zEki _Z— ineticka energija

i=1 i=1
je aditivna veli¢ina). Elementarna promena kineticke energije sistema od n tela je jednaka elementarnom

radu rezultante svih unutrasnjih i spoljasnjih sila koje deluju na dati sistem®: dEj :dA:(dAint +dAeX).

Integraljenjem poslednjeg izraza, za sistem koji prelazi iz stanja 1 u stanje 2, dobija se:

8 Koristicemo model sistema od n materijalnih ta¢aka, izmedu kojih postoje sile uzajamne interakcije. To su unutras$nje sile za sistem.

9 . . s L s . s
Dok je oznaka ex izabrana kao neformalna skracenica za external, oznaka int je izabrana kao skracéenica za internal. Unutrasnje sile za

dati sistem su sile interakcije izmedu tela unutar sistema.
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