YHEUBEFIWUITFT 5 BEOEERATNY

Hukona C. MnagexoBuh
Hatawa P. Tpuwosuh

OVHAMUKA

MALLUNHCKW ©AKYATET
beorpan, 2021.




YHUBEP3UTET V BEOTPAAY

Huxkoua C. Mnagenosuh
Harama P. Tpumosuh

JTIMHAMUKA

MAIINHCKN ®AKVIJITET
Beorpan, 2021.



Jnnamuka
Tpehe n3game

Aymopu:

Jp Hukona MuaanenoBuh, perosau npodecop
Mammsckor ¢akynrera YHuBep3utera y beorpany
Jp Hatama Tpumosuh, penoBau npodecop
Mammsckor dakynrera YHuBep3urera y beorpany

Peyenzenmu:

Jp Aparomup 3exoBuh, penoau npodecop y neH3ujn
Mammsckor ¢akynrera YHuBep3utera y beorpany

Jp Mupxo IMasummuh, penosau npodecop y nensuju
Mammsckor ¢akynrera YHuBep3utera y beorpany

Ip OmuBepa Jepemuh, pexosan npodecop
Mammsckor ¢akynrera YHuBep3utera y beorpany

Jlekmop:
Caersiana Wnmjuh, numnomupanu ¢umonor

Hz0asauy:

MammHckn dakynreT YHuBep3urera y beorpany
Kpassune Mapuje 16, 11120 Beorpax 35, Cpbuja
http://www.mas.bg.ac.rs/

3a uzoasaua:
Jp PaguBoje Mutposuh, nexkan
penosHH npodecop MammHckor ¢akynTeta YHHBep3uTeTa y beorpamy

Ypeonux

Jp Munan Jleunh, penosau npodecop
IMpencenank Komucuje 3a n3paBauky qemaTHOCT
Mammsckor ¢akynrera YHuBep3utera y beorpany

HImamnaree mpehez uzdara odobpuna:
Komucnja 3a m3maBauky genatHocT MammHckor dakynrera y beorpany u Jlexan MammHckor
¢axyntera y beorpany Omrykom 6p. 14/2021 ox 21. 06. 2021. ropuse.

Komnjymepcku cnoe u epaguuxa odpaoa:
Aytopu

Hlmamna:

[Inanera Ipunt

HUropa Bacussesa 33p, beorpan
http://planeta-print.rs/

Tem: +381 650 65 64

Tupaoc: 300 mpumepaka
ISBN 978-86-6060-076-1

©Aytopu 1 Mammnckn dakynret, beorpan, 2021
[pemTamMnaBame 1 YMHOXKABamkbe HUje JO3BOJEHO



Canp:xaj

1

IIpenrosop 9

YBom 11

Iludpepennujanbae jenmaumHe KpeTama CJIO0OImHE MaTepujaiHe

TauKe 13
YBon 13
1.1 BexrTopcku nocrtynak onpebuBama KpeTama
cI000MHE MATEPUJATHE TAYUKE . . . . .« « o o o o o e oo o o 15
1.2 Koopamuatam noctynak oapebhuBama
KpeTama CJI000MHE MAaTEePUjATHE TAYKE . . . . . . . . . . . . 15
1.2.1 IudepeHnmjasne jetHAUYNHE KPETAmha
y llekapTOBUM KOOpAWMHATAMA, . . . . . . . . . . . . . 15
1.2.2  JludepeHnmjanne jeqHAUMHE KpPETama y MOJAPHUAM
1 TOJIAPHO-IIUJIVHAPUYHIM KOOpAuHATaMa . . . . . . 16
1.2.3 IIudepeHnmjanne jenHauymHe KpeTrama y chHepHUM
KOOPIAMHATAMA . .« .« « « « o o e e e e e e e e e e e o 17
1.2.4 TudpepeHnmjasne jetHAUNHE KPETAma
y KPUBOJUHM)CKAM KOODIAUHATAMA . . . . . . . . . . . 18
1.3 Ilpupomuu mocrymak ompebuBama kKperama ciobomHe Ma-
TEPUJATHE TAUKE . . . . . o o v v e v e et e e e 18
1.4 IlpBu 3amaTak TuHAMUKE MaTepUjaJlHe
TAUKE . . o o v e e e e e e e e e e e e e e e e e 19
1.5 pyrum 3agatak DUHAMUKE MaTepUjaJHe
TAYUKE . . v v e e e e e e e e e e e e e e e e 20
1.6 IIpaBosmHUjCKO KpeTame MaTepujaiHe

TAUKE . . v o e e e e e e e e 21



Canpsxaj

1.6.1 Cuna koja mejcTByje Ha MATepUjaJHY TAUKy 3aBUCKU

CaMO O BPEMEHA . . . . . . .« « « « o v v o v e 0.

1.6.2 Cuia KOoja mejcTByje Ha MaTePUjaJHYy TAYKY 3aBUCH

1.6.3

camMo o1 Op3uHE Tauke
Cuia Koja nejcTByje HA MaTEePUjaTHYy TAUYKY 3aBUCHU
caMoO OJ TIOJIOKAja TAUKE . . . . . . . . o « o o o . . .

2 JlumaMuKa Be3aHe MaTepHjaJIHE TauKe

Bese, nonesna Be3a, akcuoma o Be3ama
Y cioB 3a Op3uHYy MaTepujaiHe TadyKe NPU KPEeTamy IO Be3u

2.1
2.2
2.3
2.4

2.5
2.6

2.7

2.8

YcnoB 3a yOp3ame MaTepujajiHe TauKe MPU KPpeTamy MO Be3u

Y cioBu 3a Op3uHYy U yOp3ame KO

He3anp:kaBajynhux Besa

Kperame Be3zane marepujajne Tadke ca

jemHOM 3amIp:KaBajynoM Be3oM

Peakmnuja mezanp:kaBajyhux Besa . . . . . . . . . .. ..
Iludpepennujanue jeqHAYNHE KpETamba

Be3aHe MaTepujajlHe TadKe

y IlekapTOBUM KOOpAWHATAMA.

Jlarpam:xeBe jeHAUMHE TPBE BPCTE . . . . . . . . . . . . .

2.6.1

Kperame Tauke mo mmeaJsHO TJIATKO] MOBPIIA . . . . .

2.6.2 HKperame Tauke 1O MAEaJHO I'IATKO] JUHUJA . . . . .
2.6.3 Kperame Tauke mo xpamaBoj MOBPIA . . . . . . . . .
2.6.4 HKperame Tauke o XpamaBoj JUHUJA . . . . . . . . .
Iupepennmjaine jeHAUNHE KPETama

MaTepurjaJHe TauvKe y MPUPOITHAM

koopaunarama. OjrepoBe jemHAUYUMHE . . . . . . . . . . . ..

2.7.1

Kperame Tauke 1o raaTkOj BE3W . . . . . . . . . . .

2.7.2 HKperame Tauke IO peaylHOj BE3W . . . . . . . . . . .
IamambepoB IPUHIUAT 38 BE3aHY

MaTepujaJHy TadKy

3 IlpaBosuHHMjcKe ocImJanuje MaTepujaiHe TauKe

YBomHa pasmaTrpama
Crnobonue HempurynieHe OCIUIIAIA]E

3.1

3.2

MaTepurjaJHe TauKe

3.1.1

Cnobonmne ocruianuje Tayke y BEPTUKAJIHO] PaBHU

Crnobonue mpurymeHe OCIUIAIN]e

MaTepujaJHe Tadke

3.2.1 Caobonne mpuryiieHe OCHUIANNje MaTePU]jaIHe
TavKe MO [IejCTBOM CHUJIE€ OTIOPAa Cpa3MepHe
IPBOM CTEMEHY OP3WHE . . . . . . « . o o o o o ..

3.2.2 CaobomHe mpuUryIieHe OCIUJIAINje MaTePUjaTHe

Tayke MIPU MOCTOjalmy OTIOpa yCJeq CYBOT Tpema . .

27
27
29
31
32

33
35

35
35
37
40
40

41
42
43
44
46
46

47
50

51

52

59



Canpsxaj

3.3

3.4

3.5

3.6

[IpunyaHe HEenmpuUryineHe OCIUJIAIN]E

MaTepujaJHe Tadke

3.3.1 Pesounanna

3.3.2 IloapxraBame e

3.3.3 Imamudukm (parTOp IOjavama KOJ IPUHYIHAX
HENIPUTYIIEHUX OCHUJIANN]A .

[IpunynHe mpurymiese ocuuIanmje

MaTepurjaJHe TadvKe

3.4.1 Ilpunynne nmpurymeHe ocuujalyje MaTepPujaaHe
TaYKe MOJ MEejCTBOM CHUJI€ OTIOPAa MPOIOPIMOHATHE
IIPBOM CTENEHY OP3WHE TauKe

3.4.2 wmHamMuuky (GakTOp IOjadyama KO IPUHYIHUX
MIPUTYIICHUX OCIMJIAI]a MaTEPUjaTHE
TAYKe .

PazBujame npousBosmHe QyHKIUjE

npunynae cuie y Pypujeon pen

[Ipunynue ocumnanuje mom mejcTBOM

MPOM3BOJbHE TPUHY THE CUJIIE

4 Ommre TeopeMe NMHAMUWKE MaTepPHjaJIHE TAUKe

4.1
4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

Nmnync cume .

Konuuuna kperama maTepujaiHe TadvKe .

4.2.1 Teopema 0 IPOMEHU KOJUYMHE KPETAIa
MaTepujaJHe TadKe .

4.2.2 ,3akoH” 0 oAp:KaBky KOJIUYUHE KpeTarma
MaTepujajHe TauKe

Kunetuuku MOMEHT MaTepujasiHe TauKe

4.3.1 Teopema 0 IpOMEHN KMHETUYKOT MOMEHTA
MaTepujaJHe Tayke 3a IMOJI .

4.3.2 ,3akoH’ O OAp:KaKHY KUHETUUYKODI MOMEHTA
MaTepujaJHEe TadyKe 3a IMOJI .

4.3.3 Teopema 0 IpOMEHN KMHETUYKOT MOMEHTA 3a OCY

4.3.4 ,3akoH” 0 OAp:KaAKHY KMHETUYKOT MOMEHTA MaTepPU-
jaJiHe TauKe 3a OCy

Panx u cmara cune

4.4.1 Pan cune Ha eJeMEHTAPHOM IOMEPAWmY .

4.4.2 Pan cune Ha KOHAYHOM IIOMEPaBHY .

4.4.3 Pan cune 3emmune Teke, MEHTPAJHE CUJIE U CUJE
Tpema

4.4.4 Cuara cume

Kunerunura eHepruja marepujaHe Tadke

4.5.1 Teopema 0 TpOMEHU KMHETUUKE €HEPTU]je
MaTepujaJHE TauKe .

[Tome cuna. [lorennumjamano nmosse cuia

4.6.1 Ilorennujanna emepruja. Y KyImHa MeXaHUUKA
eHepruja

64
67
68
69

71

71

75
7l
82
86
86
89
89

91
92

93

95
95

98
99
99

. 101
. 102
. 106
. 106

. 107
. 108

. 116



4.6.2 Ilpumepu ompebuBama morennujaia . . . . . . . . . . 117
Kperame Tauke mos nejcTBOM IIEHTPAJIHE CHUJIE 119
5.1 HeHTpasHA CHUIA . . . . « . o« v v e vt e e e 119

5.1.1 udepennujanne jeqHauyrHe KpeTama TAUKe

IO A€jCTBOM IIEHTPAJHE CHUJE . . . . . . . . . . . . . 121

5.1.2 DwHeOBa JEeTHAUWHA . . . . . . « o « o o v v v . 122

5.1.3 Kperame Ttauke non nejcrBom HbyTHOBeE

TPABUTAIUOHE CUJE . . . . . « « « o oot e oo e o . 123
5.2  KemmepoBUM 3aKOHU . . . . . . « . o v v v v v e e 126
5.3 Tpajekropuje BemTAUYKNX 3eMJILUHUX

CATEIIUATA .« .« o o v v e e v e e e e e e e e e e e 128
JlmHaMuKa peJsIaTUBHOT KpPeTama MaTepHjaJIHe TAUKe 130
6.1 IIndepeHnmjaina jeqHauymHa PEJIATUBHOL

KpeTama MATEPUJATHE TAUKE . . . . . « o o o o o o o o oo . 130
6.2 Teopema 0 MpOMEHU KUHETUYKE EHEPIUje

IPU PeJIATUBHOM KpPETalkhy MaTepujajiHe

TAYUKE . . ¢ v v e e e e e e e e e e e e e e e e e 133
6.3 IlpuHNUD pesaTUBHOCTU KJIACUYHE

MEXAHUEKE . . « o« v e v e e e e e e e e e e e e 134
6.4 PenatmBHO MUpOBame MaTepujaHe TadyKe . . . . . . . . . . 135
6.5 Ckperame Tauyke Ka MCTOKY MpU CJIOOOTHOM mamxy Ha 3eMpy 138
6.6 PYKOOBO KIATHO . . . . . .« « v v v v v et e e e 141
JluHamMuka Tauyke IPOMEHJBUBE Mace 144
7.1 Jemmaumaa MeEMmIYepcKOT . . . . . . . v v v v v 144

7.1.1 Cuoenujaauu caydajeBu jemnauuuae Memruepckor . . . 147
7.2 3Bapamm HHMOIKOBCKOT . . . . . . . . . v v o 149

7.2.1 IlpBu 3amaTak . . . . . . o v v e e e 149

7.2.2  pyru 3aaTak . . . . . o oo ou e e e e 152
JlmraMuKka MaTepUjaJTHOT CHMCTEMA M KPYTOT TeJja 154
8.1 Marepujanau cucrem. l[lomena cuna

MATEPUJATHOT CUCTEMA . . . . « o o o ot e v e e o e e 154
8.2 T'eomerpmja Maca . . . . . ... oo 156

8.2.1 Maca marepujaanor cucrteMa. llenTap maca

MATEPUJATHOT CUCTEMA . . .« « « « o v o e e e o o o 156
8.3 MowmeHTr MHEpOUje MaTEPUjATHOT CUCTEMA . . . . . . . . . . 158

8.3.1 Ilonapum, akcujaJHn U OJIaHAPHUA
MOMEHTU WHEPIIAJE . . « o o o o v o e e e o e e o 158
8.3.2 3aBUCHOCT MOMEHTa WHEPIAje MATEPUjATHOT
cucTeMa y OTHOCY Ha IBEe MapaJieiHe OcCe.
Xajreuc-lllrajuepoBa Teopema . . . . . . . . . . . .. 163



Canpsxaj

8.3.3 OgnpebuBame MOMEHTa WHEPIHUje MATEPUjATHOT
cucTeMa y OJHOCY Ha MPOM3BOJBHY OCY KOja
npoJa3u KPo3 3adaTy TadKy

8.3.4 Enuncoun muepuwmje. ['maBHe oce u raaBHU
MOMEHTU WHEPIA]e

8.3.5 Ocobune raaBHUX W NIaBHUX [MEHTPAJJTHUX
oca WHepIuje

8.3.6 OnpebuBame axkcujasTHOT MOMEHTA WHEPIH]je
3a IPOU3BOJBHY OCY

9 Ommre TeopeMe MUHAMUWKE MAaTEPHUjaJIHOT CHUCTEMA

9.1

9.2

9.3

9.4

9.5

9.6

Iludpepennujanae jeqHAYNHE KPETabha

MaTeprjaJHOT CUCTEMA

Teopema o Kperamy IeHTpa Maca

MaTepPUjaJHOT CUCTEMA e e e e

9.2.1 ,3akon” 0 omp:kKamy Kperama IeHTpa Maca
MaTepUjaJHOT CUCTEMa

Koauuuna kperama MaTepujasHOT CUCTEMA .

9.3.1 Teopema 0 IpoOMEHU KOJWYUHE KPETAHa
MaTepUjaJHOT CUCTEMA

9.3.2 ,3akon” 0 OAp:KAHKY KOJUUYMHE KPETAma
MaTepUujaJHOT CUCTEMA

KuneTuuku MOMEHT MaTepujaJHOT CUCTEMA

9.4.1 Bes3a KMHETUYKOTI MOMEHTa MAaTEPUjATHOT CUCTEMA
Yy OIHOCY Ha MOJ M KMHETUYKOI MOMEHTA y OIJHOCY
Ha I[eHTap Maca CUCTEMA Ce

9.4.2 Teopema 0 IPOMEHU KMHETUYKOT MOMEHTA
MaTepPUjaJHOT CUCTEMA 3a TAdKy

9.4.3 ,3akoH” 0 OIp:KAHKY KMHETUIKOT MOMEHTA
MaTepUjaJHOT CHUCTEMA 3a TauKy Ce e

9.4.4 KwunemaTuuyra MHTEPIpPETAIUja TEOPEME O MPOMEHU
KMHETUYKOT MOMEHTA

9.4.5 Teopema 0 IpOMEHN KMHETUYKOT MOMEHTA
MaTepPUjaJHOT CUCTEMA 3a OCY

9.4.6 ,3akoH’ O OAp:KAKY KMHETUUYKOT MOMEHTA
MaTepUjaJHOT CUCTEMA 34 OCY

Runernuka enepruja MaTepujaaHor

cucreMa . Ce

9.5.1 OunpebuBame KuHETHUKE eHEPruje Ipu
IPOM3BOJLHOM KpeTalmy MaTePUjaJHOT CHUCTEMA

Pan cuna marepujannor cucrema

9.6.1 Pan yyrpammux cuia .

9.6.2 Pan cnomammux cuia HEM3MEHUBOT MaTEPUjaTHOT
cucTeMa

9.6.3 Ilowe cune. Ilorennmjaano nosse cuia

9.6.4 Pan cune y XOMOT€HOM TOJBY 3EMJbUHE TEKE .

. 164

. 167

171

173

175

. 175

. 176

177
. 178

. 179

. 181

. 182

. 184

. 190

. 192

. 193

. 194

. 197

. 197

. 198

. 203

. 203

. 204

. 207
. 209



9.6.5 Pang momeHnTa oTmopa KOTPJBAmY . . . . . . . . . . . 210
9.7 Teopema 0 MpOMeHN KUHETUYKE E€HEPIUje
MATEPUJATHOT CUCTEMA . . « « o o v v e e e e e e e e e e 212
9.7.1 ,3akoH” 0 OAp:KAWKHY E€HEPTUJE . . . . . . . . . . . . . 213
9.8 JamambepoB IPUHIUT ¥ TPUMEHA HA
BE€3aHU MATEPUJATHU CUCTEM . . . « o o o o v e e e e e o 214
9.8.1 OpmpebuBame raaBHOr BEKTOPa ¥ IVIABHOT MOMEHTA,
CUJIA MHEPIUJE . . . .« o o o e e e e e e e e e e e e 216
10 /InraMuKa KPYyTOT TeJja 220
OcHOBHU 3amanyi TUHAMUWKE KPYTOT TeJjia 220
10.1 Indepenumjasne jetHAYNHE OUIITET
KPEeTalha KPYTOT TEIIA . . . « « o v v e e et e e e e e 220
10.1.1 Iudepennujanne jeqHadmue cHepHOT KpPeTama
KPYTOT TEJIIA . . .« « o v v v v e et et e e 224
10.1.2 IIndepennmjaste jetHaAUMHE PABHOT KPeTama
KPYTOT TEIIA . . .« « v v v v et et e e e e e 226
10.1.3 IIudepenumjanne jenrHauymHe oOpTama KPyTOT
TeJa OKO HEMOKPETHE OCE . . . . . « . o o o o o o o .. 226
10.1.4 Iudepennumjassse jetHAUYNMHE TPAHCIATOPHOT
KPETama KPYTOD TEJII& . . . . « « « o o v o v v v o o o 228
10.2 Ilpumepwu Be3aHmM 3a clienmjajiHe
cllydajeBe KpeTama KPYTOT TEJIA . . . . . « o o o o o o o o . . 229
10.2.1 OppebuBame yKyITHUX PEAKINU]a Y JIEKUIITUMA
npu oOpTamy KPYTOT Tejia OKO HEIMOKpeTHe oce . . . 229
10.2.2 ®Pu3UUKO KIATHO . . . . . . .« v v v vttt 232
10.2.3 Excmepumenrtasuo oxpebhuBame MOMEHATA
WHEPIIJE . .« o v v e v e e e e e e e e 235

10.3 Ojmepos ciayuaj oOpTama KPpyTOr Tejia OKO HEMOKpeTHe Tauke237
10.3.1 CrabumaocT ob6pTama KpyTOr Teja OKO TJIABHUX OCa

THEPIJE . .« v o v e v e e e e e e e e e 243
10.4 JlarpamxeB caydaj oOpTama OKO
HETOKPETHE TAUKE . . . .« . ¢« v v vt e e e e e e e e 245
10.5 Ob6prame KpyTOr Teja OKO HEMOKPETHE
taure. Cayuaj KoBaseBcke . . . . . . . . . . . ... ... .. 251
10.6 IIpubamxHa Teopuja rTpPOCKOICKUX
nojaBa. KMHETWYKM MOMEHT THPOCKOIA . . . . . . . . . . . . 253
10.6.1 Y paBHOTEK€HU I'MPOCKON Ca TPU CTeNeHa ciodbome . 255
10.6.2 Perymapra npenecuja TEOIKOT TMPOCKONA . . . . . . . 257
10.6.3 TI'mpockon ca mBa cremena caobome. ['mpockoncku
ePeraT . . .. ... 258
11 EnemMeHTN aHAIUTUUKE MeXaHUKE 262
11.1 Bese mMaTepujalHOT CUCTEMA . . . . . « « o o o o« o o o o . . 262

11.2 T'enmepanucane KOOPOUHATE . . . . . « « o o v v e v v o v oo 267



Canpsxaj 7

11.2.1 T'emepanucane Op3uHe U yOp3ama . . . . . . . . . . . 269
11.3 Bupryasna nmomepama MaTepujaJIHOT
CHUCTEMA . .« « v v v v e e et e e e et e e e e e e 269
11.3.1 Bapwujammja KOOpAMHATA . . . . . . « « o o o o o o . . 269
11.3.2 Buprtyaauo, moryhe u cTBapHO moMepame . . . . . . 271
11.3.3 DBpoj cremena cimodome . . . . . . . .. ... 276
11.3.4 Papn cmna Ha BUPTYaJHOM HOMEPABLY . . . . . . . . . 276
11.3.5 Wneanne Be3e. Peaknuje mmeananux Be3a . . . . . . . 277
11.3.6 T'emepasmcaHe CHIIE . . . . . . .« « v v v v v v v v o 280
11.4 JlarpamxeB TPUHIUI BUPTYAJTHUX
moMepama - OMNINTa je JHAUWHA CTATUKE . . . . . . . . . . . . 283
11.4.1 Omnmra jenHauywHa CTATUKE Y TE€HEPAJTUCAHUM
KOOPAMHATAMA . .« « « « « o o o e e e e e e e e e e 287

11.5 Jlarpamx-/lamamMOepoB mpUHITAT
BUPTYAJHUX TOMEPAmHa - OIIITA

JeMHAUUHA OUHAMUIKE . . . . . . .« o o v oo e e e e e 289
11.5.1 JlarpamkeBe jemqHaumHe MPBE BPCTE . . . . . . . . . . 291
11.5.2 Omnmra jenHauywHa AWHAMUKE V T€HEPAJIUCAHUM
KOODAMHATAMA . .« « « « « v o o e e e e e e e e e e 291
11.6 JlarpamxeBe jemgHAUYWHE APYTE BPCTE . . . . . « . . . . . . . 293
11.6.1 KuneTuura eHepruja m3paskeHa momohy
reHepaJuCcaHnX Op3MHA W KOOpAMHATA . . . . . . . . 295
11.6.2 JlarpamxeBe jemqHnaumHe ApPyre BPCTE 3a
KOH3EPBATUBHE CUCTEME . . . . . « . « o o o o o v o . 297
11.6.3 Hurauuyea KOOpAWHATA U HEH MHTETPAT . . . . . . . 298
12 Teopmuja ymapa 299
12.1 IlojaBa ymapa. ¥ mapHa cuaa. Y gapHuU
UMITYIIC .+« v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e 299
12.1.1 Teopema 0 mpoOMeHU KOJIUYNHE KPETAHA
MaTepUjaJHe TAUKe IPU YIAAPY - - « « « « o o o o o o . 301
12.2 Teopema 0 mpoMeHU KOJIUYUWHE KpeTama MaTEPUjaJHOD CU-
CTEMA IPU YIAPY -« « « o v o e e e et e e e e e e e e 302
12.3 Teopema 0 mpoMeHU KMHETUYKOI MOMEHTA
MaTePUjaJHOT CUCTEMA NIPU YAADPY - « « « « v v o v v o v v o 304
12.4 Y nap marepujasHe Tauke y HENOKpeTHY noBpil. Koedunu-
JEHT PECTUTYIIULJC . . « o v o v vt e et e e e e e 306
12.5 Ynmap tauke O MOKPETHY MOBPII . . . . . . « . o « o o « o o . . 309
12.6 OnppebuBame ymapHux pearnuja Teja Koje ce obphe oko
HETOKPETHE OCE . . . . « « v v v it e et e e e e e e 311
12.6.1 HenTap ymapa . . . . . . . . . o v v v v v e 312
12.7 Ynmap nBa Tena mpu OMIITEM KPETAEHY . . . . . « . o « . . . . 314
12.8 Ilpumena JlarpamkeBux jegHauywHa ApPyTre BPCTE Y TEOPUjUA
VIADA .« v o o e e e e e e e e e e e e e 319

12.9 Teopema Ocrporpaunckor-Kapmoa o
IPOMEHU KMHETUYKEe €Hepruje Ipu’ yaAapy . . . « « . « . . . . 321



Canpsxaj

JIureparypa 325

Nnunexc 328



IIpenrosop

Henocpenan moBox 3a m3naBame OBe IIyOJIUKALje HUje MPOUCTEKAO U3 TO-
Tpebe ma ce HOMe MOIMYyHU HeAOCTaTaK OBAKBUX M3Hama y goMalioj cTpyd-
HOj nuTepaTypu, Beh ma ce DOTMyHOM U MPOIMUPEHEeM aHAIU3e HEKUX HAyd-
HUX OOJaCTU CTYAEHTUMa OMOryhu mga yHIOTIYyHE CBOjeé TEOPUjCKO 3HAMHE.
3ajenno ca kmurom MEXAHUKA-II (KUHEMATUKA), oBaj yubenuxk
UYMHU 320KPY:KEeHy [eJuHy moTpebHy 3a npahieme HaCTaBHOD IJIaHA U MPO-
rpama npeamera MEXAHUKA 2 u MEXAHUWKA 3 ocHOBHUX akaIeMCKUX
crymuja, kao u npeavmera MEXAHWMKA M macrep akamzeMCKUAX CTYIUja
Mamuuckor ¢akynrera Y HuBep3ureTa y Deorpany. Ilojenmua morsasima
Mory ogakmaru u npaheme kypca MEXAHWKA [l ma DOKTOpPCKUM aka-
IEeMCKUM CTyaujaMa IOMeHyTor (akynarera. [lopen Tora mro je Kmura mp-
BEHCTBEHO HAMEH€HA CTYAEHTUMA MAIIMHCKUX (aKyjITeTa, OHA MOKe OUTH
Ol KOPUCTU U CTYAEHTUMA OCTAJIUX TEXHUYKUX (DAKyJITeTa U BUIIAX Ma-
IIUHCKUX IITKOJIA.

[Ipu m3naramy mMarepuje 3aap;kaHa je yoOmuajeHa momesa AUHAMUKE, HA
OCHOBY KOje je canp:kaj KIUure mones/beH Ha nBe Iesubae: JluHamuky mate-
pujasHe Tauke u JlmHAMUKYy MaTepujaJHOT CUCTEMA, CA YKYITHO IBAHAECT
morJyiaB/ba. Y MUy m3beraBama HEMOTPEOHOT NMOHABJ/bAMA CIWYHUX IIOC-
Tylaka, OIPUCTYI TI'PAIUBY Y HEKUM IMOTJIAB/HUMA j€ ACAYKTUBAH, IITO j€
3HAYAJHO MOMPUHEJO YMamewny 00UMa TUX TEeMATCKUX IEeJUHA.

AyTopu cy BOmMIM pavyHa Oa Cy Ha HAIEM je3WKy PacIoJOoKuBe OpojHe
30upke 3amaraka u3 00JaCTU TEOPUjCKE U MPUMEHeHe MeXaHUKe, OTHOCHO
IVHAMUKE, IITO je yTUNAJO Ha HBUXOBY OMUIYKY Aa IpUMEpUMa JIOIMYyHCKU
me omrepehyjy campikaj oBe kmure. Crymentu ce ynyhyjy ma m3bopom
30upKe 3amaTaka 13 00JIACTU KOje Teopujcku obpabyje oBa KibUra mpuMeHe
CTEYEHO 3HAE U MPUIPEME Ce 3a MoJIaramhe UCIUTA.

Ha oBaj mHauwmu ayTopu keje na m3pase CBOjy MyOOKy 3aXBaJIHOCT pPeIeH-
3enTuma, upo¢. ap Iparomupy 3exkoBuhy, npod. np Mwupky IlaBumwuhy
u npod. np Onusepu Jepemuh, Ha BesuKOj MOMONU U YIOKEHOM TPYLY
IpU Iperyieqy PYKOIUCa W HACTOjalmy A& KOPUCHUM CaBETUMa IOIPUHECY
boJsbeM canpiKajy U M3TJIEedy OBe KILUTe.

Tekct je mpounrana Ceermana Wawujuh, auniomMupanu ¢umaosior, Kojoj ce
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ayTopu TakKobhe 3axBaJbyjy Ha 3aJjaramy Yy »KebU na YiIOeHUK Oy1e y CKIaIy
ca IPaBOIMCOM HaIIeT je3UKa.

3a cBe eBEeHTyaJIHe MTaMIapCKe U TeXHUYKE T'PEIIKe OATOBOPHU Cy ayTOPH,
koju he OuTwM 3axBaJiHM CBUMa KOjU yIyTe KOPUCHE KOMEHTape, CyrecTuje
UV MCIPAaBKe I'DENIaKa.

AyTOoPu

y Beorpany,
cenrrembap 2015.
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12.5 Y map Tauke O MOKPETHY IMOBPIN

Axko je moBpmI y KOjy ymapa MarepujaJjHa Tauka M Mace m HecTaloOHApPHA,
Tala Ce OBa Be3a aHAJUTUYKN JeQUHUIIEC HejeTHAUMHOM:

f(z,y,2t) > 0. (12.39)

Kana ce Tauka Hamasm Ha Be3u, HEHE KOOPAWHATE MOPA]jy 3aI0BOJHABATU
YCJIOB:

flx,y,z;t) =0. (12.40)

Ila ©6u ce ompemmo TpenyrTak momupa 1] Tavyke W MOBPIIU, TOBOJLHO je
KOHAYHE jeTHAUMHE KPEeTama TadKe:

r=uz(t), y=ylt) un z=z() (12.41)
saMmenuTu y penanujy (12.40), Tj.

Flz),y(t), 2(t);t] = f(t) =0, (12.42)

u Hahu Kopene tako moOujene jennaumne. Hajmamu peasHu M TO3UTUBHU
KOpeH onpebyje Tpenyrak T} moampa Tadvke U MOBPIIU.

Ilaibe KpeTame Tauke 3aBUCHU O TOTa MOa JU CYy HeHe KOHAYHE jeqHauyuHe
Kperama y TpeHyTky t = 1) carjacHe ca ycaoBuMa kKoje Hamehe Besza. Ako
cy 3amoBosbenu ycaoBu (2.8) u3 moraasma 2.1, Tj.

2 n
(ﬁ> =0, (%) =0,..., (d—f) =0,..., (12.43)
dt =T, dt =T, dt =T,

TaykKa OCTaje Ha Be3W. Y KOJMWKO je MaKap jelaH Ol HaBEeIeHUX M3BOIa IO-
3UTUBAH, TAYKA OCTAaBJ/ba Be3y y TpeHyTky t = T7. Y oba momenyTa ciydaja
He moJia3u [0 IMojaBe yaapa. ¥ aap HacTaje YKOJUKO KOHAYHE jeTHAYNHE
KpeTama Tauvke y TPeHyTKy t = 1] moBome mo penanuje:

df
<%>t:ﬂ <0 (12.44)

MTO je y mpoTuUBypeuHocTu ca HejemnaumuHoMm (12.39), 3ajemso ca ycio-
BoM (12.40). Y Tom cuayuajy moJsia3u OO HOjaBe yJapHe peakluje Bese,
KOja Mema Op3WHYy Tadke TAaKo na OHA He HpoTuBypeun ycioBy (12.39)
1 YyCJIOBUMAa KOjU U3 Hera mpoudmnaase. 1peHyrak 1] oaroBapa MOUYETKY
yaapa.

3a Bpeme ynapa u3Bomn df /dt npeacraBiba HEIPEKUIHY QYHKIM]Y, KOja MEHa
CBOJ 3HaAK IIpU IPOJia3y KpPoO3 HYJLy.

Ykonuro je uzBon df /dt jemnax uwynu y tpenyTtry t = Ty, a 'y t = Th mo3u-
TUBaH, CarjacHO pa3MaTpamuMa U3 MPETXOMAHOT MOTJIaBJ/ha, MOJA3U CE M0
3aKJ/bydKa 1a BPEMEHCKU MHTEPBAJ O MOYETKA yaapa Ao TpenyTka t = T),
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oarosapa IpBoj (ha3m ynapa, JOK MHTEPBAJ BpPeMeHa On TpeHyTka t = 1),
no TpenyTtka t =15 =T} + 7, OMHOCHO Kpaja ynapa, oarosapa ¢as3um ycCIo-
craBpmama. Ha kpajy apyre ¢ase ynapa UCIOYHEH je yCIOB

df
(ﬁ)t:n >0 (12.45)

¥ Tavka HamymrTa noBpii. [Ipu ymapy Tauyke o HEMOKPETHY HOBPII, TPEHY-
TaK KOju pa3aBaja maBe (a3e ynapa onpebyje ce u3 ycioBa na je mpojexuuja
Op3WHe Tayke Ha HOPMAaJIy HEMOKPETHE MOBPIIM Y TAYKU OOOWPA jeTHAKA
HYJIW, IITO C€ MOKE M3PA3UTU Yy aHAJIUTUYKO] (POPMU:

. of. L of. of.
gradf - v, = axazm+ 8yym+ azzm—(), (a)

rue je v,, Op3uHa Tauyke Ha Kpajy mpBe ¢aze yaapa, O0K CY Tm, Um A Zm
IbeHe MPOjerIuje Ha oce /lekapToBOT KOODAWHATHOT CUCTEMA. 3a CTalld-

: : . df
OHADHE Be3e JeBa CTpaHa jenHadmue (a) jenmaka je (=

at) =T,
daze ynapa oapebyje ce u3 ucror ycioBa u KO HECTAIMOHADHUX Be3a, Tj.

4 _ (92 af . of. _of.

IoITO Ce MOJKE Kpahe 3allriCaTu:

. Kpaj npse

0 )
<8_{> + Uy - g]radf|t:Tm = <8_{> + ‘gradf|t:Tmun =0, (12.47)
t=Tm t=T),

rae je u, npojekuuja Ha HOpMaiy mnopmu f(x,y,z;t) =0 3ajennuure Op-
3UHE MBejy Tavaka, Tavyke MOBPIIM U MaTepujajHe Tauke M, Koja ymapa y
IIOMEHYTY MOBPII, Ha Kpajy IpBe ¢a3e yxapa. Y OKBUPUMa KIACUYHE TEO-
puje ynapa HHuje Moryhe onpenutu tpenyrak t = 1), y KoMe ce npBa (asza
yanapa 3aBpiraBa. 300r BeoMa KPaTKOT BPpEMEHa Tpajama yAapa IPeTIIo-
CTaBJba Ce Ja KOOPIVMHATE TAUKe U BPEME 3aap:KaBajy CBOje€ BPEIHOCTH,
Koje cy mMajau y TpeHyTKy ¢t =17 Ha moueTry ymapa. Ha ocHoBy Tumx
MPETIOCTABKUA MOYKE Ce HAMUCATU:

(%) + |gradf‘t:T1un =0. (12.48)

t=T

[Tpumenom teopeme (12.11) 0 mpoMeHM KOJMUMHE KpeTama MaTepUjaJHe
Tavke 3a CBaky (aly ymapa mobduja ce:

muy, — mv, = In,, (12.49)
mu!, —muy, = In,. '

Pasnuke mpojekunja wu, — v, u v, — U, OPEICTaB/bAjy HPOjEKNNje HA HOP-
MaJIy pesaTuBHe Op3uHe Tauke nopmuse f(x,y, z;t) = 0 u 6p3une Taure M
Ha IIOYETKYy IIPBe U Kpajy ApyTre ¢a3e ymapa.
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Y KOJIUKO je mo3HaTa pejanuja:
In, =klIn,, (12.50)

y KOjO] je KOHCTaHTa k KOoe(pUIMjeHT yCIOCTaBJ/bala, Ha OCHOBY jeIHa-
unHa (12.48) n (12.49) mory ce oxpeantu npojeknuja v, 6p3nne tauke M
Ha HOpMaJIy Ha Kpajy Apyre ¢ase ynapa, OpOjeKiuja u, Op3uUHE Tauke
MOBPIIM, OOHOCHO MaTepujajHe Tauke )M Ha HOpMaJy Ha Kpajy IpBe ¢ase
ynapa, Kao 1 IpOjeKIuje Ha HOpMaJy UMIIyJIca yaapHuX peaknuja Iy, u Iy,
y TOKYy IpBe u npyre ¢ase ynapa, pecrnekTmuBHO. [Ipojernmja mmmyica
VKYIIHE yaapHe peakmuje onpebhena je 30upow:

In = In, + In,,

oK ce u3 jemuaumna (12.49) ompebyje omHoc mpojekunja peaaTuBHUX Op-
3UHA: )
f— _ Un = Un

12.51
R ( )

ITO IpeICTaB/ba TeHepaau3anujy n3pasa (12.38).

12.6 OnpebuBame ymapHMUX peakiuja TeJjia Koje
ce oophe oko HemoKpeTHe oce

Ha coumu 12.4 npukazaHo je KPYyTO TeJo
Mmace M koje je Be3aHO MOTHOPHUM JIEKUIITEM
y taukn A u munuanapuuanMm y tavku B. Ile-
KapToB KOOpauHaTHU cucteM Azxyz rpyTto je
Be3aH 3a TeJo u obphe ce 3ajenHo ca TeaoMm
OKO HemOKpeTHe oce Az yraoHOM OpP3MHOM WH-
TeH3UTeTa W. Y HEKOM TPEHYTKY Ha TeJo
y taukn K(Tg,Yx,2Kk) N€JCTBYje CIOJbAIIHA
—

yaoapHa cujia uyuju je umiyic 1. Y raukama A
u B jaBmajy ce ynapHe peaknuje Yruju Cy UM-
MY JICH:

— o —

In =Tas0'+ Tay)+1ak u Ip = I, 0+ IpyJ.

Henocpenno mocne ymapa Telo UMa yraoHY

O6p3uny umHTeH3uTeTa W'. ILlemTap maca C Te- Cauka 12.4
Jla, HAJIA3U Ce Ha KOOpauHATHO] paBHu yOz 1

mwerose koopmunare cy C(0,yc,z¢). DBpsune

tauke C' HEIOCPEOHO MOCJE U IIpe yaapa Cy:

Uo(=yew',0,0) u  To(—yew,0,0), (12.52)



