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Predgovor

Neposredan povod za izdavaǌe ove publikacije nije proistekao iz po-
trebe da se ǌome popuni nedostatak ovakvih izdaǌa u doma�oj struq-
noj literaturi, ve� da se dopunom i proxireǌem analize nekih nauq-
nih oblasti studentima omogu�i da upotpune svoje teorijsko znaǌe.
Zajedno sa kǌigom MEHANIKA–II (KINEMATIKA), ovaj u
benik
qini zaokruжenu celinu potrebnu za pra�eǌe nastavnog plana i pro-
grama predmeta MEHANIKA 2 i MEHANIKA 3 osnovnih akademskih
studija, kao i predmeta MEHANIKA M master akademskih studija
Maxinskog fakulteta Univerziteta u Beogradu. Pojedina poglavǉa
mogu olakxati i pra�eǌe kursa MEHANIKA D na doktorskim aka-
demskim studijama pomenutog fakulteta. Pored toga xto je kǌiga pr-
venstveno nameǌena studentima maxinskih fakulteta, ona moжe biti
od koristi i studentima ostalih tehniqkih fakulteta i vixih ma-
xinskih xkola.

Pri izlagaǌu materije zadrжana je uobiqajena podela dinamike, na
osnovu koje je sadrжaj kǌige podeǉen na dve celine: Dinamiku mate-
rijalne taqke i Dinamiku materijalnog sistema, sa ukupno dvanaest
poglavǉa. U ciǉu izbegavaǌa nepotrebnog ponavǉaǌa sliqnih pos-
tupaka, pristup gradivu u nekim poglavǉima je deduktivan, xto je
znaqajno doprinelo umaǌeǌu obima tih tematskih celina.

Autori su vodili raquna da su na naxem jeziku raspoloжive brojne
zbirke zadataka iz oblasti teorijske i primeǌene mehanike, odnosno
dinamike, xto je uticalo na ǌihovu odluku da primerima dopunski
ne optere�uju sadrжaj ove kǌige. Studenti se upu�uju da izborom
zbirke zadataka iz oblasti koje teorijski obra�uje ova kǌiga primene
steqeno znaǌe i pripreme se za polagaǌe ispita.

Na ovaj naqin autori жele da izraze svoju duboku zahvalnost recen-
zentima, prof. dr Dragomiru Zekovi�u, prof. dr Mirku Pavixi�u
i prof. dr Oliveri Jeremi�, na velikoj pomo�i i uloжenom trudu
pri pregledu rukopisa i nastojaǌu da korisnim savetima doprinesu
boǉem sadrжaju i izgledu ove kǌige.

Tekst je proqitala Svetlana Iliji�, diplomirani filolog, kojoj se
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autori tako�e zahvaǉuju na zalagaǌu u жeǉi da u
benik bude u skladu
sa pravopisom naxeg jezika.

Za sve eventualne xtamparske i tehniqke grexke odgovorni su autori,
koji �e biti zahvalni svima koji upute korisne komentare, sugestije
ili ispravke grexaka.

Autori

u Beogradu,
septembar 2015.
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12.5 Udar taqke o pokretnu povrx

Ako je povrx u koju udara materijalna taqka M mase m nestacionarna,
tada se ova veza analitiqki definixe nejednaqinom:

f(x, y, z; t) ≥ 0. (12.39)

Kada se taqka nalazi na vezi, ǌene koordinate moraju zadovoǉavati
uslov:

f(x, y, z; t) = 0. (12.40)

Da bi se odredio trenutak dodira T1 taqke i povrxi, dovoǉno je
konaqne jednaqine kretaǌa taqke:

x = x(t), y = y(t) i z = z(t) (12.41)

zameniti u relaciju (12.40), tj.

f
[

x(t), y(t), z(t); t
]

= f(t) = 0, (12.42)

i na�i korene tako dobijene jednaqine. Najmaǌi realni i pozitivni
koren odre�uje trenutak T1 dodira taqke i povrxi.

Daǉe kretaǌe taqke zavisi od toga da li su ǌene konaqne jednaqine
kretaǌa u trenutku t = T1 saglasne sa uslovima koje name�e veza. Ako
su zadovoǉeni uslovi (2.8) iz poglavǉa 2.1, tj.

(

df

dt

)

t=T1

= 0,

(

d2f

dt2

)

t=T1

= 0, . . . ,

(

dnf

dtn

)

t=T1

= 0, . . . , (12.43)

taqka ostaje na vezi. Ukoliko je makar jedan od navedenih izvoda po-
zitivan, taqka ostavǉa vezu u trenutku t = T1. U oba pomenuta sluqaja
ne dolazi do pojave udara. Udar nastaje ukoliko konaqne jednaqine
kretaǌa taqke u trenutku t = T1 dovode do relacije:

(

df

dt

)

t=T1

< 0, (12.44)

xto je u protivureqnosti sa nejednaqinom (12.39), zajedno sa uslo-
vom (12.40). U tom sluqaju dolazi do pojave udarne reakcije veze,
koja meǌa brzinu taqke tako da ona ne protivureqi uslovu (12.39)
i uslovima koji iz ǌega proizilaze. Trenutak T1 odgovara poqetku
udara.

Za vreme udara izvod df/dt predstavǉa neprekidnu funkciju, koja meǌa
svoj znak pri prolazu kroz nulu.

Ukoliko je izvod df/dt jednak nuli u trenutku t = Tm, a u t = T2 pozi-
tivan, saglasno razmatraǌima iz prethodnog poglavǉa, dolazi se do
zakǉuqka da vremenski interval od poqetka udara do trenutka t = Tm
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odgovara prvoj fazi udara, dok interval vremena od trenutka t = Tm

do trenutka t = T2 = T1 + τ , odnosno kraja udara, odgovara fazi uspo-
stavǉaǌa. Na kraju druge faze udara ispuǌen je uslov

(

df

dt

)

t=T2

> 0 (12.45)

i taqka napuxta povrx. Pri udaru taqke o nepokretnu povrx, trenu-
tak koji razdvaja dve faze udara odre�uje se iz uslova da je projekcija
brzine taqke na normalu nepokretne povrxi u taqki dodira jednaka
nuli, xto se moжe izraziti u analitiqkoj formi:

gradf · ~vm =
∂f

∂x
ẋm +

∂f

∂y
ẏm +

∂f

∂z
żm = 0, (a)

gde je ~vm brzina taqke na kraju prve faze udara, dok su ẋm, ẏm i żm
ǌene projekcije na ose Dekartovog koordinatnog sistema. Za staci-

onarne veze leva strana jednaqine (a) jednaka je
(df

dt

)

t=Tm

. Kraj prve

faze udara odre�uje se iz istog uslova i kod nestacionarnih veza, tj.

(

df

dt

)

t=Tm

=

(

∂f

∂t

)

t=Tm

+
∂f

∂x
ẋm +

∂f

∂y
ẏm +

∂f

∂z
żm = 0, (12.46)

xto se moжe kra�e zapisati:
(

∂f

∂t

)

t=Tm

+ ~vm · gradf
∣

∣

t=Tm

=

(

∂f

∂t

)

t=Tm

+
∣

∣gradf
∣

∣

t=Tm

un = 0, (12.47)

gde je un projekcija na normalu povrxi f(x, y, z; t) = 0 zajedniqke br-
zine dveju taqaka, taqke povrxi i materijalne taqke M , koja udara u
pomenutu povrx, na kraju prve faze udara. U okvirima klasiqne teo-
rije udara nije mogu�e odrediti trenutak t = Tm u kome se prva faza
udara zavrxava. Zbog veoma kratkog vremena trajaǌa udara pretpo-
stavǉa se da koordinate taqke i vreme zadrжavaju svoje vrednosti,
koje su imali u trenutku t = T1 na poqetku udara. Na osnovu tih
pretpostavki moжe se napisati:

(

∂f

∂t

)

t=T1

+
∣

∣gradf
∣

∣

t=T1

un = 0. (12.48)

Primenom teoreme (12.11) o promeni koliqine kretaǌa materijalne
taqke za svaku fazu udara dobija se:

mun −mvn = IN1
,

mv′n −mun = IN2
.

(12.49)

Razlike projekcija un − vn i v′n − un predstavǉaju projekcije na nor-
malu relativne brzine taqke povrxine f(x, y, z; t) = 0 i brzine taqke M
na poqetku prve i kraju druge faze udara.
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Ukoliko je poznata relacija:

IN2
= k IN1

, (12.50)

u kojoj je konstanta k koeficijent uspostavǉaǌa, na osnovu jedna-
qina (12.48) i (12.49) mogu se odrediti projekcija v′n brzine taqke M
na normalu na kraju druge faze udara, projekcija un brzine taqke
povrxi, odnosno materijalne taqke M na normalu na kraju prve faze
udara, kao i projekcije na normalu impulsa udarnih reakcija IN1

i IN2

u toku prve i druge faze udara, respektivno. Projekcija impulsa
ukupne udarne reakcije odre�ena je zbirom:

IN = IN1
+ IN2

,

dok se iz jednaqina (12.49) odre�uje odnos projekcija relativnih br-
zina:

k = −
v′n − un

vn − un

, (12.51)

xto predstavǉa generalizaciju izraza (12.38).

12.6 Odre�ivaǌe udarnih reakcija tela koje

se obr�e oko nepokretne ose

Slika 12.4

Na slici 12.4 prikazano je kruto telo
mase M koje je vezano potpornim leжixtem
u taqki A i cilindriqnim u taqki B. De-
kartov koordinatni sistem Axyz kruto je
vezan za telo i obr�e se zajedno sa telom
oko nepokretne ose Az ugaonom brzinom in-
tenziteta ω. U nekom trenutku na telo
u taqki K(xK , yK , zK) dejstvuje spoǉaxǌa

udarna sila qiji je impuls
→

I s. U taqkama A
i B javǉaju se udarne reakcije qiji su im-
pulsi:

→

IA = IAx~ı + IAy~ + IAz
~k i

→

IB = IBx~ı + IBy~.

Neposredno posle udara telo ima ugaonu
brzinu intenziteta ω′. Centar masa C te-
la nalazi se na koordinatnoj ravni yOz i
ǌegove koordinate su C(0, yC , zC). Brzine
taqke C neposredno posle i pre udara su:

~v′C(−yCω
′, 0, 0) i ~vC(−yCω, 0, 0), (12.52)


