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PREDGOVOR

Udzbenik Mehanika robota napisan je prema programu istoimenog predmeta na
diplomskim studijama Masinskog fakulteta u Beogradu. Godinama unazad predmet mehanika
robota bio je predavan na MaSinskom fakultetu na smerovima Automatsko upravljanje i
InZinjersko maSinstvo. Glavni deo kursa Mehanika robota bio je dovrSen jo§S 1993. godine
rukopisom prvog autora ove knjige. U meduvremenu, na katedri za Mehaniku MaSinskog
fakulteta u Beogradu odbranjene su dve doktorske disertacije na temu mehanike i upravljanja
robotskim sistemima. U prvoj od njih (autor SaSa Markovi¢) uz niz novih rezultata iz oblasti
Mehanike robota saCinjeni su programi za automatsko formiranje diferencijalnih jednacina
kretanja robotskih sistema u najopstijem obliku. Takode, ta doktorska disertacija sadrzala je
najkompletnije reSenje inverznog zadatka mehanike robota u poredenju sa svim do tada poznatim
reSenjima objavljenim u nau¢nim Casopisima i monografijama. U drugoj od njih (drugi autor ove
knjige) data je iscrpna analiza optimalnog upravljanja kretanjem robotskih sistema, specijalno —
upravljanja redundantnim robotskim sistemima. Rezultati obe disertacije nasli su mesto o ovoj
knjizi.

Glavni rezultati ove knjige izloZeni su matematickim formalizmom koji dopusta jednostavno
formiranje kompjuterskih programa, kako je dosledno prikazano i u knjizi Zbirka zadataka iz
mehanike robota (drugi autor ove knjige).

Autori su uvereni da ¢e objavljivanjem ove knjige kona¢no biti zatvoreno pitanje koje je
godinama bilo aktuelno u krugovima naucnika koji su se bavili robotikom. Naime, godinama se u
pomenutim krugovima diskutovalo o prednostima i manama razli¢itih postupaka za formiranje
diferencijalnih jednacina kretanja sistema tela (specijalno — robotskih sistema). U ovoj knjizi je
pokazano da se sve poznate metode svode na problem formiranja metrickog tenzora sistema tela i
odredivanje generalisanih sila sistema sila koje deluju na robotski sistem. Sa te tacke gledista, sve
metode za formiranje diferencijalnih jednacina kretanja sistema tela potpuno su ravnopravne.
Autori se nadaju da je knjiga napisana dovoljno rigorozno i pri tome dovoljno prosto da studente
uveri da i tako komplikovana materija, poput one koju sacinjava Analiticka mehanika, moze da se
prepusti programerima ¢iji ¢e programi zahtevati da njihov korisnik poznaje u opStim crtama
glavne rezultate knjige a da mu se pri tome otvara moguénost za svestranu dinamicku analizu
tehnickih objekata.

Dr Josifu Vukovi¢u, profesoru MasSinskog fakulteta u Beogradu, u penziji i dr Miroslavu
Veskovicu, profesoru Masinskog fakulteta u Kraljevu autori su zahvalni na korisnim sugestijama,
savetima i trudu oko rezencije knjige.

Autori izrazavaju zahvalnost mladom kolegi Radomiru Matejicu, na tehnickoj pomo¢i oko izrade
korica knjige, stalnoj podrsci i interesovanju da ova knjiga dobije zavr$nu formu.

Autori su svesni da se u knjizi mogu pojaviti i neke manje greske, pa se unapred zahvaljuju svim
¢itaocima koji ¢e ukazati na njih kao i na ostale uoc¢ene nedostatke.

U Beogradu, 31.09.2008. Autori



Uvod u mehaniku robota

Moze se re¢i da robotika ima svoje pocetke joS u srednjem veku, u doba

renesanse. Oko 1500 godine, Leonardo da Vinc¢i izradio je mehanic¢kog lava u
cast Luja XII. Kada je kralj uSao u dvoranu za prijem u Milanu, lav se
pokrenuo, rastvorio grudni koS i kralju pokazao grb Francuske. Takvi
mehanicki automati postali su aktuelni tokom slede¢ih cetiri veka. Tek
pocetkom XX veka re¢ robot je usla u engleski jezik kada je 1923 godine
prevedena ceSka drama RUR (Rossumovi univerzalni roboti) filozofa Karela
Capeka. Izraz robot izveden je od Geske redi robota koja znadi prisilan rad.
Iako bi tvorevine u drami danas pre bile nazvane androidima nego robotima, ta
je pogresna upotreba reci i do danas ostala univerzalna.
U siroj literaturi se moZe naci da se robot tumaci kao cCovekoliki automat,
poslusan i inteligentan ali bezli¢na maSina ili automatizovan uredaj koji obavlja
funkcije koje su obi¢no namenjene Coveku (vidi [1]). Preciznije odredenje
robota se moZe naci u stru¢noj literaturi koja se odnosi na ovu problematiku, pri
¢emu se uocCava da roboti predstavljaju sloZene sisteme, tako da IFR
(International Federation of Robotics) definicija industrijskih robota, koja vazi
od 1991. godine, glasi:

Automatski upravljana, reprogramibilna, multifunkcionalna,
manipulaciona masina sa tri ili viSe reprogramibilnih osa,
fiksirana za postolje ili mobilna, koja se Kkoristi u procesima
industrijske automatizacije.

Ova knjiga bavi se u svom veCem delu mehanikom robota. Upravljanje
robotima u knjizi je dato u ograni¢enom obimu. Kompleksnim izlaganjem
najvaznijih segmenata dinamike sistema tela, sa posebnim naglaskom na
zadatke mehanike specificne za robotske sisteme, stvaraju se uslovi da se
metode izloZzene u knjizi primene i na ostale segmente tehnike. Posebno
istitemo da se metodologija formiranja i reSavanja diferencijalnih jednacina
kretanja sistema tela, izloZena ovde, moZe da primeni i u oblasti sloZenih
mehanizama u masinstvu, transportnih masina i uredaja, drumskih i Sinskih
vozila i vazduhoplova (detaljnije u [2]). Iz toga razloga ovde ¢e robotski sistem,
kao mehanicki sistem, biti predstavljen sistemom tela pri ¢emu konacan broj
tela u sistemu nije ograni¢en. Razmatrani sistem tela je u opStem slucaju vezan,
ali se razmatranje veza pojednostavljuje njihovom dekompozicijom, ¢ime se
dobija slucaj karakteristi¢an za robotske sisteme. Na taj nacin tehnicki objekti

1
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sa sloZenijim vezama od onih koje se javljaju u robotskim sistemima,
dekompozicijim veza se svode na mehanicke objekte ekvivalentne robotskim
sistemima ¢iji su elementi (tela) formiraju kinematicke parove V klase. Na
primer, u slucaju sfernog kretanja krutog tela, sferni zglob se dekomponuje na
tri cilindri¢éna, uvode se u razmatranje tri tela od kojih dva (sl. u.l, tela
(V})1(V,) ) imaju zanemarljivu masu. Trece telo ima geometriju masa identi¢nu

geometriji masa originalnog tela, [3]. Ovakav model mehani¢kog sistema, sa
napomenom da sva tri tela imaju zadatu geometriju masa, javlja se u slucaju
robota sa tri rotaciona stepena slobode kretanja (takozvana RRR robotska
struktura), sl. u.2.

fv e
g,
0 n
0 Ej ,,,(Vl)
Vy) n
P
N Vo)
0
©)
- v
/ ¢ \ Y
“ % §
Slika u.1

V2

Slika u.2
Pomenuta dekompozicija dovodi do razlaganja sloZzenog oblika kretanja tela na
niz kretanja koji predstavljaju translaciju ili roraciju u apsolutnom ili
relativnom kretanju. U navedenom primeru sfernog kretanja dekompozicijom
sfernog na tri cilindricna zgloba, sferno kretanje se dekomponuje na tri
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rotaciona — jedno apsolutno i dva relativna. Metod dekompozicije (u primeru
koji sledi — dekompozicija kretanja) moZe da se primeni i na opSte kretanje
krutog tela (odsustvuju veze). U tom slucaju takvo kretanje se modelira
sistemom od Sest tela pri ¢emu prvih pet tela imaju samo geometrijske odlike
(masa tih tela se zanemaruje). Sesto telo ima geometriju masa identi¢nu
originalnom telu. Ovakav sistem Sest tela vezan je na sledeci nacin (navodimo
jedan iz niza mogucih primera): trece telo u odnosu na drugo, drugo telo u
odnosu na prvo i prvo u odnosu na nepomicno postolje vrse pravolinijske
translacije posredstvom prizmati¢nih zglobova medusobno ortogonalnih osa.
Sesto telo u odnosu na peto, peto u odnosu na &etvrto i Getvrto u odnosu na
trece vrSe Ciste rotacije i taj deo sistema odgovara onome sa sl.u.1 (treba imati u
vidu ovakvu zamenu u numeraciji tela: (V;) = (V,), (V,) = (Vs), (V3) = (Vy)).

Najcesce veze koje ograniCavaju kretanja sistema, na primeru veze tela (V,_;) i
(V;), prikazane su u donjoj tabeli, [4]. Svaka veza koja dopusSta viSe od jednog
stepena slobode kretanja tela (V;) u odnosu na telo (V,_;) (klasa kinematickog

para je niza od V-te) dekomponuje se na odgovarajuci broj veza sa jednim
stepenom slobode kretanja.

klasa |broj
kinem. | Stepeni
para |[slobode

<

I 3

Y

Tabela 1

Osnovni oblik sistema tela Cije kretanje proucavano je otvoreni kinematicki
lanac. Ovaj lanac predstavlja sistem od n tela (sl.u.3) numerisanih indeksima
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koji uzimaju vrednosti od 1 do n . Pri tome tela (V;_;) i1 (V;) €ine kinematicki
par V klase koji dopusta ili pravolinijsku translaciju ili rotaciju tela (V;) u
odnosu na telo (V,_;). U sli¢aju i=1 pojavljuje se telo (V) koje predstavlja
deo prostora za koji je vezan inercijalni sistem referencije (postolje).

V) (V)

(V) V) ()
‘ ®

M) @

segment

zglob

nepomic¢no postolje

Slika u.3

Lanac tela moZe biti otvoren, ali sa grananjem (sl.u.4). Tada se kaze da sistem
tela ima mehanicki model sa strukturom fopoloskog drveta, [5]. Sistem tela
moZe da bude u obliku zatvorenog kinematickog lanca (sl.u.5). Kod otvorenog
kinematickog lanca put izmedu dva proizvoljna tela, koji prolazi kroz tela
sistema, je jedinstven. Kod zatvorenog kinematickog lanca to nije uvek slucaj.
Na primer, postoje dva razli¢ita puta (vidi sl.u.5) izmedu tela (V}) i tela (V).
Zatvoreni kinematicki lanac se uvek mozZe uklanjanjem veze transformisati u
otvoreni, pri ¢emu uklonjenu vezu treba nadomestiti relacijama koje
predstavljaju matematicku formalizaciju uklonjene veze. Te relacije nazivaju se
jednacinama veza. U ovom kursu proucavaju se samo takvi sistemi tela Cije
kretanje ogranicavaju holonomne skleronomne veze.

Slika u.4
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V) vs) o g

(Vo)

Vo)
Slika u.5

Pod robotskim sistemom podrazumevacemo sistem tela koji obrazuju
kinematicke parove V klase, pri ¢emu neéemo ograni¢avati broj tela koja
safinjavaju sistem.

Konfiguraciju robotskog sistema odreduje skup generalisanih koordinata
(¢".....q") koji se u sludaju otvorenog kinemati¢kog lanca po pravilu poklapa sa
skupom nezavisnih (LagranZevih) koordinata. U slu€aju zatvorenog
kinemati¢kog lanca nije moguce uvek eksplicitno izraziti zavisne generalisane
koordinate preko nezavisnih. U tom sludaju skup (¢’,...,¢"), osim nezavisnih,
sadrzi i onoliki broj zavisnih generalisanih koordinata koliki je broj nezavisnih
jednacina veza koje nisu iskoriS¢ene za eliminaciju zavisnih koordinata. Te
veze se javljaju kao posledica transformacije zatvorenog u otvoreni kinematicki
lanac. Specijalno, kod ovako odabranog mehanickog modela robotskog sistema
sve generalisane koordinate odreduju relativna kretanja proizvoljnog tela (V;) u
odnosu na telo (V,_;) .

Telo koje ulazi u sastav robotskog sistema nazivamo robotski segment ili,
krace, segment. Nadalje, segmente ¢emo smatrati krutim telima. Proizvoljnu
konfiguraciju robotskog sistema odredujemo u odnosu na referentnu
konfiguraciju u kojoj su sve generalisane koordinate jednake nuli.
Proizvoljnom segmentu (V;) pridruZicemo lokalni ortogonalni Dekartov

koordinatni sistem C (i, (sl.u.6) gde je C; srediSte masa segmenta (V).

Slika u.6
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U referentnoj konfiguraciji (oznatena sa (0)) vazi Cyg o) I10x,
Cioyi0y 10y s Ci0yGicoy 10z, gde je Oxyz inercijalni sistem referencije,

(sl.u.7). Ovakva konvencija omoguéuje da se matrice transformacija koordinata
vektora ili tenzora odreduju direktno kao proizvod Rodrigovih matrica
transformacija koje se formiraju na relativno jednostavan nacin. Ta ¢injenica
omogucava da se formuliSe prost metod za formiranje diferencijalnih jednacina
kretanja robotskog sistema. Specijalno, pomenuti metod dopusta iznalaZenje
jednostavnih programa za automatsko formiranje i reSavanje diferencijalnih
jednacina kretanja robotskog sistema [3],[6]. Ako u referentnoj konfiguraciji
nije ispunjen pomenuti uslov o paralelnosti odgovaraju¢ih koordinatnih osa,
jednostavnom transformacijim Rodrigove matrice dobijaju se stvarne matrice
transformacija koordinata. U ovom slucaju u ostalim elementima metod
formiranja diferencijalnih jednacina kretanja ostaje neizmenjen.

Slika u.7
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2. Ortogonalne transformacije koordinata

2.1. Definicija ortogonalnih matrica transformacija

Razmotrimo dva pravougla Dekartova koordinatna sistema: nepomicni
sistem Oxyz i pokretni sistem O&n¢ vezan za kruto telo (V) (sl.2.1). Jedini¢ni

vektori ?,},12 orijentiSu ose Ox,0Oy,0z koordinatnog sistema Oxyz, a jedini¢ni
vektori A, I,V orijentiSu ose O&,0n,0¢ koordinatnog sistema O&nd. OCi-

gledno je da sfernim kretanjem koordinatni sistem Oxyz moZemo dovesti do
poklapanja sa koordinatnim sistemom O&n¢’.

Slika 2.1

Vektor polozaja ¥ proizvoljne tatke M sa koordinatama (x,y,z) odnosno
(&,1n,¢) , moZe se napisati u obliku

?=x17+yj+zl;, 2.1
ili
F=El+ i+ V. 2.2)

Projektovanjem vektorske jednacine (2.2) na ose koordinatnog sistema Oxyz,
dobijamo vezu izmedu koordinata tacke M u sledecoj formi

x=EA i+ +vi,
y=EL-j+mitj+{v-], 2.3)
2=Elk+mik+ vk,
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ili, u matricnom zapisu
x g
yr=[A} ¢ 2.4)
z ¢

gde je

[4]-

(2.5)

IRV
)~ o~
TR R
S~ )
<l <l <
0~

Matrica [A]e R®? predstavlja matricu transformacije koordinata tacke M iz
koordinatnog sistema 0&nd u koordinatni sistem Oxyz. Ako matricu
transformacije (2.5) napiSemo u obliku

0 G Qg
[A]=|a @, o] (2.6)
0 O O
jasno je da veli¢ine a; (i,j =12,3) predstavljaju kosinuse uglova izmedu dve
odgovarajuce ose pokretnog i nepokretnog koordinatnog sistema. Tako je, na
primer,

0y, =X+ j =cosZ(X, ). Q2.7)

Posto kolone matrice [A] predstavljaju koordinate jedini¢nih vektora A, i,V
izraZene u nepokretnom koordinatnom sistemu Oxyz:

A=y i +a,j+ok,
L=l + 0y, j + ok, (2.8)
V=00 + Oy + Gk,
sledi da je
det[A]=(Ax )V =1. 2.9)
Samim tim, matrica transformacije [A] je nesingularna.
Elementi matrice [A] nisu medusobno nezavisni jer, na osnovu (2.8) i uslova
ortogonalnosti i normiranosti vektora A, v, izmedu koeficijenata @, postoje

sledece veze
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. L (2.10)
f _alla12+a21a22+a3la32 -

5 _ _
I~ = 0,005+ 05,00 + 0,0, =0,
6 _ _
1= 04500, + 05,00, + 0305, = 0.

Pokazuje se da drugih relacija oblika (2.10) nezavisnih od (2.10) nema i da je
(k=1,..,6; «=1,2,3):

rank[E]=6, [E]e R®®, [E]:H 9" H ot Hafk H (2.11)

doy, || doyy, || dota,

odakle sledi da su samo tri koordinate matrice transformacije (2.6) nezavisne.
Ocigledno je da te tri koordinate ne mogu da se nalaze u istoj koloni ili istoj
vrsti.

Nesingularnost matrice [A] dozvoljava da se odredi transformacija inverzna
transformaciji (1.4)

¢ X
pl=[aT" oL, (2.12)
4 Z
gde je
[A][A]' =[1] ([1]e R*® - jedini¢na matrica). (2.13)

Ako se vektorska jednacina (2.1) projektuje na ose koordinatnog sistema
0¢&n¢, dobijaju se relacije

§=x1-2+yj,-}+zj,-
=X i+ YL j+ il
C=xVei+yvj+2v-k,

(2.14)

Lo =

ili, u matri¢noj formi
¢ X
ne=[Bly¢, (2.15)
4 z

gde je

23



Mehanika robota

i A7 1k
[Bl=|@-i @-j gk (2.16)
Vi V-] V-k

Matrica [B] e R predstavlja matricu transformacije koordinata tacke M iz
koordinatnog sistema Oxyz u koordinatni sistem O&nd. 1z (2.5) i (2.16) sledi da
je

[B]=[A]" & [A]=[B]" 2.17)
Prva relacija u (2.17) omogucava da se izraz (2.15) napise u obliku
¢ x
nt=[A] |yt (2.18)
4 z
Sto u kombinaciji sa relacijom (2.12) daje
X
([aT" = [a] J{» f=o0. (2.19)
z

Posto koordinate x, y, z imaju proizvoljnu vrednost, izvodi se zakljuCak da vazi

(4] =[] (2.20)
odnosno

[B]=[4]" < [a]=[B]". 221)
Prema relaciji (2.21), lako se pokazuje da je

[AllA]" =[8]'[8] = [B] " =[8]" (222)

Transformacija (2.4) sa osobinama (2.9) i (2.20) naziva se ortogonalna
transformacija. Transformacija inverzna ortogonalnoj, u skladu sa (2.22),
takode je ortogonalna.

2.2. Dualni objekti

Vektoru a koji se u pravouglom Dekartovom koordinatnom sistemu
izraZava u obliku

aq
{&}z a ¢, (2.23)

as
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moZe se pridruZiti matrica

0 -a3 a
[a/]=| a3 0 =-a|. (2.24)
-a, q 0

Velicine {Zz} i [a"] nazivaju se dualnim objektima pri ¢emu je [a‘] dualni
objekat (drugog reda) objekta {a} (prvog reda). Vazi i obrnuto: {d} je dualni
objekat objekta [a?]. Jasnoée radi, dualnim objektom naziva¢emo isklju¢ivo

e d P we . . v
veli¢inu [a“] koja je, o€igledno, antisimetri¢na:

[a!] =—[a“]. (2.25)
Uocimo da je
_—a32 —-d4;  aa a,a;
[ad ]2 =l aq —a32 —a12 aas |, (2.26)
asa awma, —al —a;

Sto se moZe napisati u obliku

2
a aa, a4y 1 0 0
2
[a?] =|ama, &}  ayay |- (@ +d} +a})|0 1 0], (2.27)
aa, aza, a3 0 01

odakle se neposredno dobija

a
[ad]zz a (al a 613)—612[1]» (2.28)
az
odnosno
[o'] ={a}(@)-a[1]. (2.29)

gde je [I]e R - jedini¢na matrica, ¢’ =d-a =|df. Daljim stepenovanjem
dualnog objekta celim pozitivnim brojem, dobija se

[0/ =—a?[a’]. (2.30)

jer je
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aq

[} =[a"}{ax | =0.

Takode je
[a'] =—a?[a'T .
[0'T =a*[a"] = [a'] =a*[a"].
(0]’ =a*[a’T .

[a'] ==a°[a"],

tako da vazi sledeca opsta formula
[ad ]2"*1 = (=1) 1 g%2 [ad ).
[T =)™ a®2[a?] . i=1,2.3....

Specijalno, ako je a = ¢, gde je e jedini¢ni vektor, dobija se
[T =07 ],

[ed]Zi = (-1 [e"]z, i=1,2,3,...

2.2.1. Vektorski proizvod i dualni objekat

Neka je dat vektor b ¢ije su koordinate u odnosu na sistem Oxyz

by

{E }=1b,

by

Vektorski proizvod vektora (2.23) i (2.35) bice
ayby —azb,
{axb}=1 asb, —ab,
aby —ayb,

Posto je
ayby —azby
[ad ]{E} = @b —abs ¢,
aib, —aby
sledi da je
26
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{axb}=[a"]{b}. (2.38)
Vektorski proizvod je antisimetri¢an

axb=-bxa, (2.39)
tako da je

{axb}=—-[p"]{a}, (2.40)

odnosno, na osnovu relacija (2.38) i (2.40):

[a’{b}=-[p"{a}. (2.41)

2.2.2. Dualni objekat i promena koordinatnog sistema

Neka su projekcije dva proizvoljna vektora a i b na ose koordinatnih
sistema Oxyz i O&nd (sl. 2.1)

ax a: bx bf
{ay=1{a, (. {@"}=1a, (. {b}=1b, . {b"} =15, 1. (2.42)
aZ d; bz b§

Projekcijama vektora a odgovaraju dualni objekti

0 -a, a 0 -ar a,
la']=] a; 0 -a, | [a"]=| ay O -ag|. (2.43)
—ay, 4 0 —a, ag 0

Uvedimo vektor ¢ definisan kao vektorski proizvod
¢=axb, (2.44)

¢ije su projekcije

Cx C¢
{E}z Cy ot E*}z Cy s (2.45)
CZ Cé'

na ose koordinatnih sistema Oxyz i O&n¢, respektivno, na osnovu formule (2.4)
vezane relacijom

{e}=[A]l{c"}. (2.46)
Posto je

- d1ri

cr=la” b},

{_j [ jf }"* d* -1 d* T (7 (247)

&y=[a” {p"}=[a"][A] {B}=[a""][A] {},
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prema (2.46) sledi da je

[ }{o}=[Al[a""][A]" {5}, (2.48)
ili

([ad]—[A][ad*][A]T){E} 0. (2.49)
Posto je vektor b izabran proizvoljno, proistice da je

[a*]=[A][a""][A]". (2.50)

Relacija (2.50) definiSe transformaciju dualnog objekta iz koordinatnog sistema
0¢nd u koordinatni sistem Oxyz. Lako se moZe pokazati da je relaciji (2.50)
ekvivalentna relacija

[a]=[A] [a"][4]. @.51)

koja definiSe transformaciju dualnog objekta iz koordinatnog sistema Oxyz u
koordinatni sistem O&nd.

2.3. Veze izmedu ugaone brzine, ugaonog ubrzanja i matrice
transformacije u slucaju sfernog kretanja tela

Neka je koordinatni sistem Oxyz (sl. 2.1) nepokretan, a koordinatni sistem
0¢nd vezan za kruto telo (V). Uocimo tacku M krutog tela (V) ¢ije su koor-

dinate u dva navedena koordinatna sistema (x, y,z) odnosno (£,7,{) . Diferen-
ciranjem zakona transformacije koordinata (2.4) po vremenu dobija se

X ¢
d[A
=% nt. (2.52)
Z g

Pri diferenciranju smo uzeli u obzir da su koordinate tace M u lokalnom
koordinatnom sistemu vezanom za telo (V) konstantne:

& n,§ = const. (2.53)

Elementi matrice na levoj strani jednakosti (2.52) predstavljaju projekcije
brzine tacke M na ose nepomic¢nog koordinatnog sistema Oxyz, tako da je

. vx d [A] §
{v =y =——7¢- (2.54)
dt
v, ¢
Ako Ojlerov obrazac za brzinu tacke M (vidi [7])
V=ax0M, (2.55)
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4. Kinematika otvorenog kinematickog lanca

4.1 Uvodne napomene

Razmotrimo otvoreni kinematicki lanac (V}),(V,),...,(V,) bez grananja pri
¢emu je prvo kruto telo (V}) u lancu (sl. 4.1) u vezi sa nepomi¢nim postoljem.
Neka dva susedna tela (V_,) i (V;) lanca, vezana zglobom (i) ¢ine kinematicki
par V —te klase koji dozvoljava ili pravolinijsku translaciju tela (V;) u odnosu
na telo (V,_,) ili obrtanje tela (V;) u odnosu na osu vezanu za telo (V).
Uvodimo sledece matrice

{e}e R™ {E}e R™, 4.1

Ciji se elementi & (i=1,2,...,n) odnosno & (i=1,2,..,n) odredjuju na sledeéi
nacin. U slucaju da zglob (i) dozvoljava pravolinijsku translaciju tela (V) u
odnosu na telo (V,_;) vaZzice ((V,) -nepomicno postolje)

& =1 §=0. 4.2)
U slu¢aju da zglob (i) dozvoljava rotaciju tela (V;) u odnosu na osu vezanu za
telo (V;_;) vazice

=0 &-=1. (4.3)

Ocigledno je da su zadavanjem elemenata jedne od matrica (4.1) odredjeni i
elementi druge matrice jer uvek vazi

E+E=1 i=12..n. (4.4)
Zglob (i) za koji je &,

; =1 naziva se prizmaticni a zglob (i) za koji je E=1-

L
cilindricni.

U cilju odredjivanja konfiguracija kinematickog lanaca uvodimo nepomicni
pravougli Dekartov koordinatni sistem Oxyz (sl. 4.1) i n lokalnih koordinatnih

sistema, takodje pravouglih Dekartovih. Na primer, lokalni koordinatni sistem
Ciénd; vezan je za telo (V;) (i=1,2,..,n), tatka C; predstavlja centar
inercije tela (V;). U nekoj konfiguraciji otvorenog kinematickog lanca
odgovarajuce ose lokalnih koordinatnih sistema paralelne
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Slika 4.1

su odgovaraju¢im osama nepokretnog koordinatnog sistema. Tu konfiguraciju
nazivamo referentnom i u njoj obi¢no uzimamo da su koordinate koje odredjuju
konfiguraciju lanca jednake nuli (iako to nije obavezno). Za tu konfiguraciju,
koju ¢emo oznacavati sa (0), dakle vazi

Ci&o) | Ox. Cioy | Oy, Cilioy | Oz, i=12..on 4.5)

gde  Ci&0)i0)$i0) Predstavlja lokalni koordinatni sistem tela (V;) u

referentnoj konfiguraciji.

4.2 Slozena matrica transformacije

Razmotrimo u otvorenom kinematickom lancu bez grananja na koji nacin se
transformiSu koordinate vektora 7 ;= A ij, A j,B ;€ (Vj ), date u lokalnom

koordinatnom sistemu C jf i 4 ;» ha koordinate date u lokalnom koordinatnom

sistemu C,.&, 77, ¢, vezanom za segment (V,), k< j, sl. 4.2.

Slika 4.2

Ocigledno je da ¢e u slucaju prizmati¢nog zgloba izmedu segmenata (V;) i
(V;_1) odgovarajuce koordinate pomenutog vektora, date u koordinatnom

sistemu  C j_]fj_]nj_lé' j-1» Dbiti jednake koordinatama toga vektora u
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koordinatnom sistemu C jf i j{ ;- Naime, ako su u koordinatnom sistemu

ij ful 4 jte koordinate su date sa

J)
&/
=(H1 _ )
()= (5)
é’(j)
j
u koordinatnom sistemu C Hf /e 4 j1 vazice

20D £
J J
=(j-1 j~1 '
{T/('j )}: 775! )\ — 77;/) . (47)
cUD| g
J J
U slucaju cilindri¢nog zgloba izmedu segmenata (V)i (V,_,) o€igledno je da
su pre rotacije za ugao qi koordinate vektora 7; u lokalnom koordinatnom

sistemu C j,lf il j,lé' j-1 jednake odgovaraju¢im koordinatama toga vektora u
lokalnom koordinatnom sistemu C jf i J[ -, (u tom koordinatnom sistemu date
su konstantnim vektorom {fj(j ) }). Jednom konacnom rotacijom za ugao qi te
koordinate u lokalnom koordinarnom sistemu C;_;&;_77;1¢;_; prevodimo na
oblik {’Z'J(j D }. To prikazujemo na sledeci nacin
) (j=D
& (e
) (j-D
" r>m T s (4.8)
) (j-D
SIS
ili, uzimaju¢i u obzir osobine Rodrigove matrice transformacije

- )
éz;J ) f;'])

n\ /™t =[AT ) ¢ 4.9)
é’j(j*l) ;;j)

Ako se Rodrigova matrica transformacije napise u obliku
[A;]=[I]+g?j[(l—cosqj)[e;l]z +sian'[e;’ﬂ (4.10)

Tada ¢e izraz (4.9) vaZziti i za slu€aj prizmatic¢nog i za slucaj cilindri€nog zgloba
izmedu segmenata (V)i (V, ;). Razmatranjem  analognim  prethodnom
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6. Redundantni robotski sistemi

6.1 Osnove redundantnih robotskih sistema

6.1.1 Pojam redundanse, tipovi redundanse

U zadacima gde je izraZen zahtev za Sto vecom pouzdano$cu i vestinom u
toku izvodenja samih zadataka Cesto se koristi redundansa . Obezbedivanje
dovoljno sposobnosti u cilju pouzdanog ili kvalitetnog obavljanja datog zadatka
jeste jedna od najneophodnijih karakteristika sloZenih sistema. Takva
potencijalna rezerva naziva se redundansom. Biomehanicki primer redundanse
jeste ruka ¢oveka koja se moze opisati pojednostavljenim modelom sa 7 stepeni
slobode, odnosno zajedno sa celom Sakom, ruka coveka ima oko 50 stepeni
slobode, [13]. Ovo omogucava izuzetnu fleksibilnost, pouzdanost kao i
znacajnu vesStinu koja je ostvarena uvezbavanjem odredene grupe pokreta u
obavljanju izuzetno sloZenih zadataka. KoriS¢enjem analogije sa ljudskom
rukom kod koje su se uocile prednosti koris¢enja redundanse stvorena je
osnova za uvodenje redundantnih struktura u postojece robotske konfiguracije.
Time je omoguceno da robot postane sposobniji za izvrSavanje Sirokog spektra
zadataka, poveca fleksibilnost, smanji troskove angaZovanih resursa, u
znacajnoj meri poveca vestinu kretanja u radnom prostoru koji moZe obilovati
mnogobrojnim preprekama, odnosno poboljsa optimalnost uocenih veli¢ina u
odnosu na zadate optimizacione kriterijume, [14]. Sama redundantnost robota
je definisana egzaktno u poglavlju knjige koji se odnosi na kinematiku
poslednjeg robotskog segmenta, (vidi st. 92 i dalje). Ovde je prikazan na slici
6.1 jedan primer redundantnog robotskog mehanizma sa 7 stepeni slobode.

U cilju preciznijeg opisa redundanse moZe se razlikovati viSe tipova

redundansi primenjenih kod robota. Jedna od mogucih podela redundanse jeste
podela na:
- Projektovanu redundantnost ako mehanizam manipulacionog robota ima
viSak stepeni slobode u odnosu na hvataljku n>m. U cilju realizovanja
postavljenog manipulacionog zadatka gde postoje dopunski zahtevi prakticno je
nemoguce izbe¢i primenu redundantnog robota. Dopunski zahtevi se odnose
najceS¢e na zaobilazenje prepreka u radnom prostoru vrha robota, povecanje
radnog prostora (dohvatljivosti) robota, postizanje brzina velikog inteziteta
koriS¢enjem takozvanih paralelnih stepeni slobode, izbegavanje neZeljenih
singulariteta u odredenim polozajima robota.

*

Engl. redundance - suvisan, prekomeran
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Slika 6.1

- parametarsku redundantnost koja se primenjuje u cilju poboljSanja nekih od
parametara koji odreduju izvodenje manipulacionog zadatka. Tu takode postoji
viSak stepeni slobode robota u odnosu na hvataljku i oni se koriste sada za
poboljsanje uocenih parametara koji karakteriSu izvodenje manipulacionog
zadatka. PoboljSanja se realizuju primenom razli¢itih optimizacionih
kriterijuma po uocenim parametrima. Ovde se, na primer, prevashodno misli na
sledece parametre: vreme izvrSenja manipulacionog zadatka; utrosak energije u
toku izvrSenja manipulacionog zadatka; kinematiCki parametri koji karakterisu
kvalitet realizacije manipulacionog zadatka (odstupanje stvarne trajektorije
hvataljke od zadate trajektorije, odstupanje stvarne brzine (ubrzanja) hvataljke
od zadate brzine (ubrzanja). Medutim, prethodne osobine redundantnog robota
ne mogu uvek do¢i do izraZaja, jer se nailazi na poteSkoce prilikom koriS¢enja
istih, najcesée u realizaciji upravljanja takvim robotima, u realizaciji
trajektorije odnosno prilikom samog projektovanja i konstruisanja samih
redundantnih robota.

Druga moguca podela redundanse data je na slede¢i nacin. Kod robota koji ima
kinematicku redundansu moguce je uz ocuvanje poloZaja hvataljke robota
menjati poloZaj segmenata mehanizma, ili unutrasnju strukturu robota. Jedan
primer je ruka Coveka koja drZi neki nepokretan predmet u Saci. Ona je u
mogucnosti da oko uocenog poloZaja Sake zauzme proizvoljan poloZaj jer ima
sedam stepeni slobode. Vazno je ista¢i da kinematicku redundansu karakteriSe
osobina kauzalnosti (uzrocnosti) koja pruza opstu postavku problema koji se
kasnije reSava tokom kretanja. Kinematicka redundansa je u robotici omogucila
da se izbegnu grani¢ni poloZaji zglobova poveéanjem manipulabilnosti kretanja
robota prilikom izbegavanja prepreka, povecanje brzina kretanja, izbegavanje
singulariteta u prostoru unutrasnjih koordinata kako u fazi planiranja
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trajektorije vrha hvataljke tako i njenog realizovanja. Takode, ona pruZa
povecanje preciznosti pozicioniranja i pracenja trajektorije, optimizacija
utroSka energetskih resursa aktuatora, odnosno poboljSanje ukupnih mehanickih
karakteristika robota.

Pri tome, kinematicki redundantan robot ima vise stepeni slobode nego §to je
broj koordinata njegovog radnog prostora tako da za zadato kretanje hvataljke u
radnom prostoru daje beskonacno mnogo reSenja u prostoru unutrasnjih
koordinata. U cilju dobijanja jedinstvenog reSenja prethodno definisanog
matematicki neodredenog problema postoje dva generalna pristupa. Prvi pristup
je da se uvedu dodatne jednaCine koje Ce odgovarati nekim fizickim
ograni¢enjima sredine tako da postavljeni problem postane jedinstveno reSiv.
Drugi pristup predlaZze uvodenje optimizacije kretanja po nekom od kriterijuma
optimalnosti, primer izvodenje pokreta za minimalno vreme, minimizacija
kineticke energije, pogonskog momenta, potencijalne energije, minimimalno
odstupanje stvarne trajektorije od Zeljene itd.

Ako je neophodno da robot ostvari dopunske pogone u zglobovima robota,
onda je potrebno obezbediti isti sa rezervnom strukturom pogonskih
mehanizama tako da robot ima sada tzv. redundantne pogone. U tom slucaju
kazemo da redundantni robot poseduje aktuatorsku redundansu i koja je
karakeristicna za sisteme zatvorenih kinematickih lanaca, kao §to su na primer
mehanizmi za hodanje. Ovakav vid redundanse ne zavisi od unutraSnje
strukture robota i odnosi se na odredivanje sila i momenata u pogonskom
elementu robota. Za razliku od kinemati¢ke redundanse za aktuatorsku
redundansu ne vazi osobina kauzalnosti (tj. ako je poznata sila u trenutku
t =t,, ne moze se upotrebiti za odredivanje sile u bilo kom slede¢em trenutku)

pa kao takva ona predstavlja lokalni problem koji se reSava u zavisnosti od
potrebe.

Ako je neophodno da se robot prilagodi nepoznatoj sredini jedna od osobina
koju je potrebno da ima robot jeste fleksibilnost. Ona je omogucena ako robot
ima pristup informacijama sa redundantnog (proSirenog) skupa senzora koji
omogucavaju robotu da bolje shvate i “vide” sredinu Sto ¢e omogucditi
efikasnije prilagodavanje u skladu sa zahtevima postavljenog zadatka. Na taj
nacin senzorska redundansa omogucava povecanje pouzdanosti i tacnosti
merenja, time Sto se informacija o kritichom parametru stanja robota dobija
kombinacijom podataka sa skupa senzora.

U cilju sagledavanja znacaja primene redundantnih robota, bi¢e navedeni
neki od rezultata koji su postignuti do sada u ovoj oblasti, gde se mogu uociti
najcesce zastupljeni pristupi primene redundanse, kako u industrijskoj, tako i u
medicinskoj robotici, [15]. Vecina sloZenih zadataka moze se svesti na problem
pozicioniranja sa potpunom orijentacijom koje mozZe robot sa Sest stepeni
slobode uspesno da izvrSi. Medutim, kod nekih manipulacionh zadataka
postavljaju se i dopunski zahtevi tako da se mora primeniti redundantni robot.
Na primer, dopunski zahtevi se postavljaju ako je potrebno zaobiéi prepreku,
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posti¢i velike brzine ili povecati radni prostor (dohvatljivost) robota, ili izbeci
singularne tacke. Nadalje, navode se neki od mogu¢ih dopunskih zahteva.

ZaobilaZenje prepreke - ako se pojavi prepreka prilikom izvrSenja manipula-
cionog zadatka, gde se sa viSeg niova upravljanja dobijaju Zeljeni podaci o
prepreci; na primer, prenos te¢nosti u posudi, u cilju zaobilazenja prepreke
robot mora imati jedan ili viSe dodatnih stepeni slobode da bi se sprecilo
prosipanja sadrZaja posude — dakle, mora se oCuvati orijentacija hvataljke.

Postizanje velikih brzina - nekada je potrebno povecati brzinu obavljanja
manipulacionog zadatka Sto se postize dodatnim (paralelnim) stepenima
slobode. Pri tome se postize veca brzina uz ocuvanje postojece orijentacije
hvataljke i pracenjem zadate trajektorije.

Povecanje radnog prostora - ako se u fazi sinteze pracenja Zeljene trajektorije
uo¢i da postoje¢i robot ima nedovoljni opseg dohvatljivosti Sto ¢e kao
posledicu imati nemogucnost realizacije manipulacionog zadatka onda je
potrebno dodati na primer, jo§ jedan stepen slobode u cilju povecanja
dohvatljivosti robotskog manipulatora.

Izbegavanje singularnih tacaka - u blizini singularnih tacaka za zadatu
promenu vektora spoljasnjih koordinata g odrazice se u velikoj promeni

unutrasnjih koordinata ¢ . Pri tome takva promena vektora ¢ uzrokovace

velike greSke u pracenju zadate trajektorije. Na taj nacin dobice se greska tipa
zasi¢enja jer aktuatori ne mogu realizovati takvu promenu usled ogranicenih
amplituda ulaznih promenljivih u aktuatoru. Dodavanjem potrebnog broja
stepeni slobode omogucio bi se prolaz hvataljke kroz singularnu tacku bez
neZeljenih efekata.

Primena u cilju poboljSanja optimizacije nekih od parametara koji odreduju
izvodenje manipulacionog zadatka - ovde se viSak stepeni slobode koristi u
cilju poboljsavanja pojedinih parametara koji se odnose na izvodenje
manipulacionog zadatka. U tu svrhu koristi se teorija optimizacije gde je
kriterijjum performanse naj¢eS¢e dat kao: za minimalno vreme izvesti
manipulacioni zadatak; minimizovati utroSak energije koji je potreban za
obavljanje datog postavljenog zadatka; minimizovati pogonske momente; u
pracenju Zeljene trajektorije minimizovati odstupanje stvarne trajektorije koju
opisuje vrh hvataljke od zadate Aq(t)=q(t)—q,., (1), 1€[0,T]; minimizovati
odstupanje inteziteta stvarne brzine vrha hvataljke od inteziteta zadate brzine na
vremenskom intervalu kretanja, Ag(r):g(o—qw (1),te[0,T]. Prethodne

postavljeni zahtevi u smislu optimizacije vaze za sve klase manipulacionih
zadataka. Takode, moze se izvrsiti optimizacija parametara koji imaju lokalni
karakter prema uzroku koji dovodi do slabijeg kvaliteta izvrSenja operacije kao
Sto je delovanje spoljasnjih sila u manipulacionim zadacima gde one postoje;
primer manipulacioni zadatak zavarivanja.
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6.1.2 RazreSenje prethodno ustanovljene redundanse u mehanici robota

Zahvaljujuéi postojanju kvalitetne rezerve (redundanse) u mehanici robota
je razvijen Citav niz interesantnih pristupa za razreSenje redundanse. Vazno je
ovde ista¢i da osnovni problem koji se javlja u primeni redundanse jeste da se
ona u opsStem slucaju ne moZe izdvojiti kao konkretni deo robota, jer u
prethodnom izlaganju pod redundansom se podrazumevao pojam koji daje nov
kvalitet datom robotu. Prema tome, u zavisnosti od manipulacionog zadatka i
konfiguracije robota odredivace se onaj deo robota koji ¢e Ciniti redundansu.
Stoga je lako uociti da manipulacioni robot moZe biti redundantan za dati
manipulacioni zadatak a da ne mora biti za drugi postavljeni zadatak. U
razreSenju problema redundanse izdvojila su se dva pristupa: dekompozicija
robota na brzi i spori sistem [16] i izdvajanje redundanse na osnovu prethodne
definicije zadatka sa stepenom prvenstva. U cilju razreSenja redundanse
odnosno, dobijanje inverznog kinematickog modela redundantnog robota doslo
se, moze se re¢i, do dva uopStena postupka: prvi bazira na primeni lokalnog
optimalnog upravljanja, a drugi na primeni globalnog optimalnog upravljanja,
[17]. Ako je potrebno on-line upravljanje i gde ne postoje zahtevi za globalnom
optimalno$¢u opravdano je u tim situacijama koristiti lokalno optimalno
upravljanje. Pri tome sam postupak izraCunavanja optimalnog upravljanja
predstavlja jednostavan numericki zadatak. Ako je postavljen zahtev za
globalnom optimalno$¢u manipulacionog zadatka, onda se generiSe globalno
optimalno upravljanje koje zahteva angaZovanje dosta vremena zbog
numerickih izraCunavanja tako da se ono koristiti u off-line aplikacijama.
Takode, prilikom odredivanja opste strategije upravljanja redundantnim
robotima javljaju se poteSko¢e. Na primer, upravljanje kinematickim
redundantnim robotima je usloZnjeno i to na taktickom nivou (koordinacionom)
koje je posledica postojanja uvecanog broja stepeni slobode u odnosu na broj
stepeni slobode postavljenog zadatka. I pored potesko¢a u cilju upravljanja
redundansom kinematickih redundantnih robota sa potencijalno velikim
kvalitetnim prednostima, razvili su se nekoliko razliCitih pristupa u kojima se
redundansa moZe razmatrati sa razliCitih tacaka glediSta. Tako na primer,
redundansa se moZe razmatrati sa kinematicke tacke glediSta u slede¢im
slucajevima: povecanje manevarskih sposobnosti, povecanje radnog prostora,
izbegavanje prepreka u radnom prostoru, izbegavanje singulariteta, izbegavanje
ograni¢enja po unutra$njim koordinatama zglobova, izbegavanje ogranicenja po
unutrasnjim brzinama zglobova. Ako se uzme u obzir i dinamika redundantnog
robotskog manipulatora, tada redundansu moZemo posmatrati i sa dinamicke
tacke gledista koja tada omogucava: povecanje dinamickih sposobnosti,
minimizaciju pogonskih momenata, smanjenje utroSka energetskih resursa kao i
minimizaciju vremena potrebnog za izvodenje Zeljenog kretanja. Pored
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navedena dva pristupa u razmatranju redundanse, postoje slucajevi kada nije
moguce jasno izdvojiti redundansu, odnosno gde je bitan kvalitet upravljanja
redundansom. U takvim slucajevima redundansu je opravdano razmatrati sa
upravljacke tacke glediSta. Na primer, to su slucajevi gde se trazi tacnost
odnosno preciznost zadatog pokreta, zadaci sa stepenom prvenstva, primena
koncepta distribuiranog pozicioniranja, pojava algoritamskih singulariteta itd.
U daljem tekstu predstavljeni su postupci razresenja redundanse prevashodno
sa kinematiCke tacke glediSta i to na nivou generalisanih koordinata,
generalisanih brzina i ubrzanja primenom postupka optimizacije, [10], [18],
[19].

6.2 Resenje redundanse primenom optimizacije Kkriterijuma po
generalisanim koordinatama

Neka je poznat kinematicki model koji dat je slede¢im izrazom

7 0=1G".q"...q"), i=12..m, (6.1)
gde je

_ L T

{q}z(q],qz,...,qm) , m<6. (6.2)

Generalno postoje dva nacina da se resi redundantni kinematicki problem. Prvi
nacin se sastoji u tome da se uvede [/=n-—m dopunskih veza izmedu

generalisanih koordinata (¢',42,....¢") t.,
Y q % g =0, v=1,2,...l=n—m. (6.3)

Sada je sistem zatvoren i moguce je reSiti dati sistem algebarskih jednacina,
odnosno resiti inverzni kinematic¢ki problem za dati robotski sistem. Tako je
sada

7' =1q".q%nd") A=12,0m, (6.4)
0=f*q",q%...q"), A=m+1lm+2,..n. (6.5)

Jedan od nacina reSavanja prethodnog problema jeste linearizacija u okolini
radne tacke tj.:

?1"(t)=i§%c’1“, i=12,..m, (6.6)
a=199
ili

. o' |,. o

{g0} {aq—a}{q} =[Jos @4}, i=12,.om, @=1,2,...n, 6.7)

i diferenciranjem izraza (6.3) po vremenu:
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7.3 Kineticka energija robotskog sistema

Razmatramo robotski sistem sa n segmenata (V,),(V,),....(V,) koji ima
oblik otvorenog kinematickog lanca bez grananja. Diferencijal kineticke
energije robotskog segmenta (V,), mase m;, iznosi (vidi sl. 7.6)

X
/

Slika 7.6

1
dEyy = dm;vyy (7.92)

gde je brzina unutraSnje tacke M, elementarne zapremine dV,, kojoj odgovara
elementarna masa dm; , jednaka ( C,-centar inercije segmenta (V,), @, - ugaona

brzina segmenta (V) ):
V, =V, =V +@Xp,. (7.93)

Kineticka energija segmenta iznosi
1 ¢(e R .
Eo=7 J.(VC‘- +a)ixpi)'(vc, +wixpi)dmi- (7.94)
2 V)
Poslednji izraz moze da se dovede na oblik
1 S - | N
E. = _Vé,- Idmi +(VC,. Xa)i)' Ipidmi + I(a)l Xpi)'(a)i X P, )dmi >
2 Vi) Vi) 2 Vi)
(7.95)

koji se, prema (7.5) i (7.7) (u izrazu (7.7) : A=C), dalje transformiSe na
slede¢i nacin:
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E, =lm,.vé +l J.(&)ixﬁi).(&)ixlbi)dmi (7.96)
2 l 2(‘/,)
Kako je
(@xp)-(@xp)=(@xp){axpy=—@)p! T{@).  @97)

sledi da se (7.96) mozZe napisati u formi:
1 5, 1, .
Evay =5 mve, +5(@) ¢ { @}, (7.98)

gde je [J. ] tenzor inercije segmenta (V;). Uzimaju¢i u obzir poznate relacije
(vidi (4.35) i (4.74)):

n

Ve, = 2 Tad” (4.27)
a=1

@, = > Qa(i)qa ) (4.63)
a=1

izraz (7.98) dobija oblik

1 S L B | . L .
Ey; zami[zTa(i)qa]'{ﬁZ:Tﬁ(i)q }"’E[Zga(i)qaj[fcH;Qﬁ(i)qﬁ}’
a=1 =1 a=1 =1

(7.99)
ili
1 n o n o
Ey== Y aupui"q" (7.100)
2 a=1p=1
gde je
Aopiy =M ( Ta(z‘) ){Tﬁ(i)} + (Qa(i) ) [Jc, }{ Qﬁ(l‘)} . (7.101)
Kineticka energija robotskog sistema iznosi
E, =Y E- (7.102)
i=1
ili
] n n n L
E, ==Y aup0i*q” - (7.103)

2 o= ptiml

Ocigledno, kineti¢ka energija razmatranog sistema (to je slucaj sa mehanickim
sistemima koji su podvrgnuti skleronomnim vezama) predstavlja homogenu

kvadratnu formu generalisanih brzina ¢',4,...,¢" . Prema (7.92) i (7.94) sledi

140



Mehanika robota

11. Robotski sistem u obliku zatvorenog
kinematickog lanca i lanca sa grananjem

11.1 Zatvoreni kinematicki lanac

Razmotrimo zatvoreni kinematicki lanac (sl.11.1) sa r krutih segmenata,
[29-34]. Relativno kretanje segmenta (V,) u odnosu na segment (V)
odredeno je koordinatom ¢“ ¢ija je pozitivna orijentacija definisana vektorom
¢, (vidi [41]). Izuzetak od ovog pravila u redosledu odnosi se na segment (Vj)
- taj segment vr$i relativno kretanje i u odnosu na segment (V). Osa u odnosu
na koju segment (V) vrsi translatorno (obrtno) kretanje u odnosu na (V)

orijentisana je vektorom ¢, ;. Deo mehanickog sistema koji se nalazi povezan u

r+l

zatvoreni kinematicki lanac orijentisan je kruzZnom strelicom (vidi sl.11.1) koja
oznacava u odnosu na koje kruto telo posmatrano telo vrsi relativno kretanje: U
tom delu mehanickog sistema prenosno kretanje vrsi prvo telo na koje se nailazi
pri kretanju od posmatranog tela u smeru suprotnom od smera pomenute kruzne
strelice.

Slika. 11.1
Neka se posmatrani kinematicki lanac nalazi u referentnoj konfiguraciji.
Uocimo na telu (V,) tri tatke My, M, i M5 anatelu (V;) takode tri tacke

’ 7 . . v .
M, M, i M;, pri ¢emu vaZz (oznaka (0) odnosi se na referentnu

konfiguraciju)
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Ma(o) :M;K(O)’ 0.’:1,2,3,

i osim toga (vidi sl. 11.2)

C/({))

(L) ™= (O 1)

— >
er+/m)

él‘m)
Slika. 11.2

M1(0) = 0r+1(0)’

M), M2(O)e(lr+1)(())’ (11.1)

M'y), My € (L )(0)’
gde je (/,,,;) osa zgloba koji povezuje (V) i (V,), pri €emu je ocigledno da
vazi

(st )y = (Bt ) g - (11.2)
Neka, osim toga, vazi i

20" (11.3)

Za ,otvoren” lanac (konfiguracija u odsustvu zgloba r +1) uvodimo vektore

M]Mzzﬁ, M]’M’zz_.’,

(11.4)

MM;=G, MM,;=7.
pri ¢emu je

|pl=ld|=|p]=]a]=1. P=¢..- (11.5)
U toj konfiguraciji bi¢e o€igledno ispunjeni uslovi (u prvoj fazi razmatranja
pretpostavicemo da segmenti (V)i (V,)mogu da zauzmu poloZaj kao da

zgloba r+1 nema, pa se, u drugoj fazi, postavljaju uslovi kojima prakti¢no
ponovo “zatvaramo” lanac — ovi uslovi bi¢e iskazani jednacinama veza):
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n non ! 14
.. B of
D agsi® +Y > T, 0’ -0, + Y 4, o =0,=1,..n, (11.100)
B=1 y=1B=1 v=1 q

koje sa (11.85) sacinjavaju potpun skup diferencijalnih i algebarskih jednacina
za odredivanje nepoznatih funkcija ¢% =¢q“(t) i 4, =4, (t). O odredivanju

generalisanih sila i koordinata metrickog tenzora bilo je ranije reci.

11.2 Kinematicki lanac sa grananjem*

Da bi se proces formiranja diferencijalnih jednacina kretanja robotskog
sistema automatizovao potrebno je, posle “otvaranja” zatvorenih delova
kinematickog lanca i formiranja strukture topoloskog drveta, da se izvrSi
numeracija segmenata kinematickog lanca na slede¢i nac¢in. Najpre se ustanovi,
polazeci od segmenta koji vrsi pravolinijsku translaciju ili rotaciju u odnosu na
nepomic¢no postolje, niz segmenata koji ¢e formirati “stablo” topoloskog drveta.
Posle toga se formiraju “prve grane” topoloskog drveta, polaze¢i od segmenata
koji su zglobom vezani za segmente stabla. Zatim se formiraju “druge grane”,
polazeci od segmenata vezanih za “prve grane” stabla. Postupak se nastavlja
dalje, u zavisnosti od sloZenosti robotskog sistema formiranjem “tre¢ih grana”,

itd. Numeracija segmenata pocinje od segmenta (V,) zglobom vezanim za

postolje i to na takav nacin da je indeks kojim je numerisan bilo koji segment,
na putu od (V;) prema vrhu “stabla” ili “grane”, ve¢i od indeksa segmenta koji

mu prethodi na tom putu.

Razmotrimo deo otvorenog kinematickog lanca sa strukturom topoloskog
drveta (vidi sl. 11.3). Kao Sto je vec¢ receno, kruto telo koje se nalazi u podnoZju
stabla i vezano je cilindri¢nim (prizmati¢nim) zglobom za nepomicno postolje
oznaceno je sa (Vl) i njemu pripada koordinatni pocetak O inercijalnog
koordinatnog sistema Oxyz. Ustanovimo direktan put (/;) izmedju tela (V,) i
tela (V,,). Taj put prolazi samo jednom kroz tela koja se na njemu nalaze.
Kako je reCeno, indeksi tela na tom putu su u rastuéem poretku:
V), (V)),....(V)), (Vm )’(Vmﬂ)"“’(vql)' Dalje, ustanovimo direktan put (I,)
izmedju tela (V1) itela (qu). Taj put, takode, prolazi samo jednom kroz tela
koja se na njemu nalaze. Indeksi tela na tom putu su, takode, u rastuéem
poretku: (V, ),(Vz),...,(Vj),(sz),(Vp2+l ),...,(qu). Ponavljajué¢i taj postupak
dolazimo do direktnog puta (/;) izmedju tela (V,) i tela (V, ). Indeksi tela na

tom putu su u rastu¢em poretku: (V,),(V, ),...,(V_/,),(Vpx),(Vpi‘_ﬂ),...,(Vq‘ ). Na

Preuzeto iz [35], iz dela monografije koji je napisao V. Covié.
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telu (V;), na kome se vrSi grananje kinematickog lanca (to jest, to telo je
zglobovima vezano za viSe od dva tela) definisani su vektori polozaja

Py, =00, r=12..s (11.101)

koji odreduju vektor polozaja O ,; ha sledeci nacin ( P ;- vektor poloZaja koji
figuriSe u izrazu za vektor poloZaja centra inercije segmenta (V;)):

Py =B, ako (Ve (),

Py =By, ako (V)e (),

.................................... (11.102)
ﬁjj :ﬁjpl‘_ ako (Vz)e (ls)»

pri ¢emu je numeracija izvedena tako da vaZzi
J<DPI<@q<Pr<qy<..<pg,<q,. (11.103)

Indeks i koji figuriSe u (11.102) odnosi se na telo (V;) (tj. na put od (V;) do
V).

Slika 11.3

IzloZeni postupak ilustrujmo slede¢im primerom. Neka je (RS) dat u obliku
zatvorenog kinematickog lanca koji sadinjava skup od 22 segemenata, slika
11.4. Pretvorimo posmatrani lanac prekidanjem na mestima a-a ,b-b i c-c, u
lanac sa strukturom topoloSkog drveta (vidi sl. 11.5). Uvedimo matrice

{no}e R™, i=12...22 (11.104)
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na slede¢i nacin. Element matrice 77;(; jednak je jedinici ako se na direktnom
putu od segmenta (V;) do segmenta (V,) nalazi segement (V). Ukoliko se
(V,) ne nalazi na tom putu pomenuti element bi¢e jednak nuli. Sve pomenute

matrice su Sematski prikazane u tabeli 11.1.

X
-

Slika 11.4

Vektor poloZaja centra inercije C, proizvoljnog segmenta dat je izrazom

OC; =7 = Y Mo (Pu +&8d" )+ 5, (11.105)
k=1

odakle je

i
- — . e - ~ .
Toii) zna(i)‘faeax an(i)(pkk +&6q )+Pi +77a(i)‘faea Va<i,

k=a
Toiy =0 Var>i.
(11.106)

Takodje, u slu¢aju vektora 7,, ¢iji su pocetak i kraj vezani za segment (Vl)
vazice

oT; F o = .

8_‘; =Ny bala X T VAL,

a‘{ (11.107)

9% _ 0 YVo>i

oq*
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12. Uvod u teoriju upravljanja robotskim sistemima

12.1 Osnovna postavka problema

Evidentno je da zadatak upravljanja datim mehanickim objektima
(robotskim sistemima) predstavlja izazovan, sloZen i zahtevan zadatak. Pri
tome, robotski sistem predstavlja jedan nelinearni visestruko prenosni
nestacionarni dinamicki sistem. Strukturno posmatrano, jedan ovakav sistem se
sastoji iz upravljackog sistema, koji je obi¢no digitalnog tipa, i objekta, gde se
pod objektom ovde podrazumeva robotski mehanizam zajedno sa aktuatorima.
Upravljanje radom uocenog sistema treba da obezbedi da se stvarno ponasanje
ili podudara ili da bude dovoljno blisko zadatom — Zeljenom ponaSanju tog
sistema, [44],[45]. Upravljanje se mozZe izabrati iz nekog viSeclanog skupa
dopustivih 1 ostvarljivih upravljanja (vidi 12.2). U toku rada na sintezi
upravljackog sistema dobijaju se razne varijante sistema koje ispunjavaju
uslove zadatka. Imajuéi u vidu ekonomske, energetske i druge uslove zadatka,
na osnovu utvrdenih merila, poredenjem varijanti potrebno je pronaci sistem
koji u zadatom smislu nabolje izvrSava postavljeni zadatak, koji je optimalan u
tom smislu. Posebno, teorija optimalnog upravljanja je nastala sintezom mnogih
istrazivanja koja su se, u svom zacetku, razvijale kao zasebne grane u
specijalnim tehnic¢kim disciplinama, pri ¢emu je centralno mesto u koris¢enim
metodama zauzimao klasi¢ni varijacioni racun, [46].

Zadatak upravljanja robotskim sistemom se moZe iskazati i na sledeé¢i nacin:
neophodno je obezbediti takvu promenu upravljackih velicina tako da zavrsni
uredaj robotskog sistema ostvari zahtevano kretanje u prostoru.

Samo projektovanje sistema upravljanja moZe se pojednostavljeno predstaviti u
tri faze: upoznavanje sa fizickim sistemom koji se razmatra, modeliranje,
specifikacija upravljackih zahteva (stabilnost, regulacija (poziciono
upravljanje), pracenje trajektorija, (upravljanje kretanjem), optimizacija). Pri
tome, jedna od najvaznijih osobina u upravljackom sistemu jeste stabilnost
istog (gde se najceSce primenjuje tzv. Lyapunov-ska teorija stabilnosti i ulazno
— izlazna (input — output ) teorija stabilnosti).

Takode, pitanje odredivanja egzaktnog modela predstavlja vrlo znacajan
zadatak u okviru projektovanja upravljackog sistema robota. Pri tome, svaki
sastavni deo robotskog sistema (mehanicki sklop, senzor, aktuator, upravljacki
sistem (regulator)) moZe se uspesno modelovati na osnovu kataloskih podataka,
u matematiCkom obliku ili u funkcionalnom obliku. Postoje u praksi
ogranicenja u postupku modeliranja i to realnim moguénostima sa jedne strane i
potrebama sa druge strane. Modeli se mogu podeliti prema vise kriterijuma tako
da uocavamo: eksterne (na osnovu mesta modela u hijerarhijskom upravljanju)
i interne (sama struktura modela - linearni/nelinearni, stacionarni/nestacionarni

200



Mehanika robota

itd.), po nacinu realizacije: parametarske (konvencionalni analiticki i numericki
modeli, standarndna linearna regresija, sigmoidalne neuronske mreZe) i
neparametarske (metoda n najblizih suseda, lokalno tezinska regresija
iterativno upravljanje, itd.).

q

- ROBOT o

Slika 12.1

Ukoliko robotski sistem ima 7 stepeni slobode (na primer, dat u vidu otvorenog
kinematickog lanca bez grananja), pokazuje se da (q",q"), i=123,...,n

odreduju jednoznacno stanje robotskog sistema u datom trenutku vremena, tako
da robotski sistem, prema tome, ima 2n veliCina stanja, (sl.12.1). Matematicki
model robotskog sistema sa n stepeni slobode se moZe predstaviti sledeCcom
vektorskom diferencijalnom jednac¢inom

[a@]G+[b(q.9)]g=0. 0=0"+0Q°+0" +0Q", (12.1)
odnosno u kondezovanom obliku
[a(@]G+c(a.9)=0" (g.4.1), (12.2)

gde su g€R",ge R” _ vektor generalisanih koordinata robotskog sistema,
odnosno vektor generalisanih brzina robotskog sistema respektivno;
08 eR", Q€ Rn,QﬁG R",0" € R" - generalisane sile od sila teZe, od sila u
oprugama, sila viskoznog trenja, sistema pogonskih sila respektivno. Sa
[b(q,c])} e R™" oznadena je matrica ¢iji su elementi odredeni slede¢im izrazom

b (@.9)=D Topi”. v.a=12..n. (12.3)
B=1
Jednacinu (12.1) moZemo predstaviti i na slede¢i nacin
d qj 9
—| . |= -1 ) - (12.4)
dt[q [a(a)] {0 (.4.1) - c(a.9)}
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Ako se uvede vektor stanja x= (q,q)T , 1 vektor upravljanja u = Q%(g,4,t) onda

se odgovarajuca vektorska jednacina stanja datog robotskog sistema moze
napisati u slede¢em obliku (takode, vidi odgovarajuce primere u zbirci [4]):

x=Ax)+Bx)u, (12.5)
gde su

= ‘ B(x)= 0 12.6
x)_{—[a(q)]lc(q,c})}’ (X)_La(q)]l}' (12.6)

Ako se uzme u obzir i odgovarajuéi kinematicki model robotskog sistema
q=1(a), (12.7)
tj.
g=[9f19q)4=[7(q)]4. (12.8)
i uvede vektor izlaza y=[y;, ]T = [cj,c? JT moguce je definisati i tzv. jednacinu

izlaza robotskog sistema u slede¢em obliku
y=C(x), (12.9)

gde je matrica C(x)= [f (q) [J(q)]q'}T :

Takode, nekada je potrebno u cilju primene savremenih metoda optimizacije na
kretanje posmatranog mehani¢kog sistema prikazati isti u obliku sistema
diferencijalnih jednadina prvog reda u tzv. normalnom obliku odnosno
odgovarajuc¢ih kanonskih jednacina. Naime, u delu 8.3 prikazane su
diferencijalne jednacine kretanja robotskog sistema u kontravarijanntom obliku

kao (8.100)

n n
ija + Z ngﬁqaqﬁ = Qa, a,p,0=12,..n,
a=1p=1

gde su (8.99)
0°=%4d"Q,,
v=1
i odgovarajuci Kristofelovi simboli druge vrste (8.101)

n
5 5
Lop = Z“Y Lopy
g

pri ¢emu veli¢ine a® predstavljaju kontravarijantne koordinate osnovnog
metrickog tenzora. Sistem (8.100) od n diferencijalnih jednacina drugog reda
moZe se zameniti sa sistemom od 2n diferencijalnih jednacina prvog reda u
normalnom obliku
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)

X =q

(12.10)

n n
$=4"=-) Y T0pi"" +Q°. i@ p.6=12.n’
a=1p=l1

gde su za veli¢ine stanja uzete generalisane koordinate x| = qa, L,0=12,..,ni

generalisane brzine x), = 5}5, i,0=1,2,..n. Ove jednadine su u najveéem broju
slucajeva autonomne (desne strane ne zavise eksplicitno od vremena) tako da se
u tom slu¢aju pocetni trenutak f, moZe proizvoljno izabrati. Diferencijalne

jednacine kretanja robotskog sistema se mogu dati u kanonskom obliku kao
sistem od 2n tzv. Hamiltonovih jednacina

., JH ) JH
g =—, pi=——+0;, i=12,...n, (12.11)
31’[ aq'

gde qi (generalisane koordinate), i p; (generalisani impulsi) predstavljaju

Hamiltonove fazne promenljive (veli¢ine stanja). U reSavanju pojedinih
prakti¢nih zadataka kanonske jednaCine su se pokazale podesnije od
Langrazevih jednacina druge vrste zbog ocuvanja kovarijantnog karaktera
poslednjih n jednacina u izrazu (12.11). Pri tome su

oL

D; _8_@", i=12,..n (12.12)
gde je sa L oznacen LangranZijan sistema
L(g.9) = E; (¢,9)—T1(q) - (12.13)

Sa Q,,i=12.,n oznaCene su nekonzervativne upravljacke  sile;
Q=Q(ul,u2,...,um), II(q) predstavlja potencijalnu energiju robotskog
manipulatora od dejstva gravitacionih sila; sa E,(q,¢) je oznaCena kineti¢ka
energija robotskog sistema. Hamiltonian H(p,q) koji predstavlja LeZandrovu
transformaciju LangranZijana L, dat je u formi

H(gp)=p"4-L(q.9). (12.14)

Upravljacki sistem robota je uopsSteno gledano, hijerarhijski organizovan, pri
¢emu svaki vi$i nivo priprema zadatak i upravlja radom niZeg nivoa,(sl.12.2).
NajniZi nivo predstavlja aktuatorski (izvrsni) nivo koga ¢ine servoupravljacki
aktuatori. Naredni nivo hijerarhijskog upravljanja predstavlja rakticki nivo
upravljanja gde se razmatraju i uoCavaju veze izmedju pojedinih delova
robotskog sistema i vr§i planiranje odnosno raspodela kretanja na podsisteme
zglobova. Na ovom nivou se reSava tzv. inverzni zadatak kinematike tako da se
odreduju kretanja zglobova ¢(t) i Gesto se ovo upravljanje naziva i kinematicko

upravljanje. Slede¢i, viSi nivo upravljanja jeste strategijski nivo gde se vrsi
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planiranje kretanja robotskog sistema. Pri tome zadaci koji se definiSu na ovom
nivou su opisne prirode, pri ¢emu se zadatak rasClanjuje na elementarne
funkcionalne pokrete. U zavisnosti od organizacije ovog nivoa razlikujemo
nadgledano upravljanje (realizacija se odvija pod stalnim nadzorom) i
nenadgledano upravljanje (bez nadzora tokom izvrSenja). Najvisi nivo
upravljanja je joS uvek bez univerzalno prihvacenog naziva i odnosi se na
prihvatanje zadatka uz sposobnost logi¢kog rasudjivanja da analizira sam
zadatak i odredi odgovarajuce operacije za izvrSenje postavljenog zadatka.
Najces¢e ovaj nivo sadrZi elemente vesStacke inteligencije tj. odgovarajuci
ekspertski sistem, ili neuronske mreze, primena fazi logike, genetskih
algoritama. Time se omogucava da na ovom nivou sistem upravljanja ima
odgovarajuce karakteristike koje su bitne na ovom nivou: manipulacija velikim
bazama znanja, simbolicko procesiranje, sposobnost paralelnog procesiranja
itd.

UPRAVLJACKI SISTEM

I

I

I

I

I

B e o . . o s |
> najvisi strat§g1] ski ta.k}lckl a.ktua.ltorskl |

nivo nivo nivo nivo }
|

|

I

Y

ROBOT |—

Slika 12.2

Na aktuatorskom nivou upravljanja uocavaju se dva osnovna tipa upravljanja i
to upravljanje od tacke do tacke (point-to-point control) i upravljanje
kontinualnim kretanjem (continuous path control). Prvim tipom upravljanja
reSavaju se na primer, slede¢i zadaci: taCkasto zavarivanje, prenoSenje
materijala itd. gde se robotskom sistemu zadaju niz razli¢itih poloZaja u koje

Slika 12.3

Zadatke farbanja, pisanja, Savnog zavarivanja realizujemo primenom
upravljanja kontinualnim kretanjem gde robotski sistem tj. zavr$ni uredaj treba
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da prati zadatu putanju u prostoru uz propisanu brzinu zavr$nog uredaja, (sl.
12.4),[47].

Slika 12.4

12.2 Upravljanje.Dopustivo upravljanje*

U opstem slucaju neka je stanje sistema odredeno vektorom x u m —
dimenzionom euklidskom prostoru stanja (faznom prostoru)V, , pri ¢emu su

koordinate stanja X (i=1,2,..,m) elementi vektora x. Ako je razmatrani
sistem mehanicki sa n stepena slobode njegovo kretanje opisano je u prostoru
stanja V,, (m=2n)sistemom od 2n diferencijalnih jednaina prvog reda.
Ukoliko uporedo sa prostoromV,, postoji r — dimenzioni vektorski prostor U,
vektora u Giji elementi uy (=1,2,..,r), figurisu u diferencijalnim
jednacinama kretanja sistema, njihovim izborom na odgovarajuc¢i nafin moze
da se utiCe na promenu stanja sistema, tj. moZe da se upravlja kretanjem
sistema. Takav vektor se zove vektor upravljanja a njegove koordinate u,
Sfunkcije upravljanja ili, samo, upravijanja. U opStem slucaju, upravljanja su
ograni¢ena kao posledica nekih nametnutih uslova ili realnih mogucénosti
upravljackih sistema. Neka je G, neka oblast prostora U, odredena tim

ograni¢enjima. Upravljanja koja ispunjavaju uslov
ueG,cU, (12.15)

nazivaju se dopustiva upravljanja, a oblast skup dopustivih upravijanja. Oblast
G, moZe da bude otvoren ili zatvoren skup, konstantan ili promenljiv.

" (Vukovié,[49])
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